CAPITULO

7

Razones de cambio relacionadas
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la derivada de una funcién y = f(x) en un punto fijo xg

)= f&o) _ Ay

e o ) O0) o
f/(xo) = lim : R s

Ay = f(x) — fo) = filco -+ k) — fi(xo) incrementos de las
Ay — = variables y & x
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incremento Ay = f(x) — f(xo) = f(xo +h) — f(xo) cambio que tiene la variable y

incremento Ax = X —xo = h cambio que tiene la variable x
razén de cambio razon que compara

entre el cambio que tiene la variable y el cambio de la variable y

& el cambio que tiene la variable x con respecto al cambio de la variable x

Ay _ @)= fo) _ fxo +h)— f(xo)

Ax X — Xg h
razon que mide razon de cambio promedio
el cambio promedio de la variable y de la funcién y = f(x) con respecto a x
intervalo limitado por x¢ & xp + Ax intervalo con extremos xo & xo9 + Ax
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al escribir Ahm0 = oS estamos refiriendo a la razén de cambio promedio de
X X

la variable y cuando se consideran cambios cada vez mas pequenos en x
con este limite se busca una razén de cambio instantanea
de la variable y con respecto a la variable x

cuando hacemos que la longitud (| Ax |) del intervalo
limitado por x¢ & xo + Ax tienda a cero
“la razo6n de cambio promedio de y" se convierte en
“la razon de cambio instantdnea de y" con respecto a x
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En el caso particular en que la variable independiente es el tiempo ¢
es usual referirse a la derivada como una velocidad de cambio

—> x = ¢(7) es la posicion de un movil en el instante de tiempo 7
dx
TP ¢'(7) es la velocidad de cambio de la posicion x = ¢(r)
- en el instante de tiempo ¢
d‘x / . - 7 - .
T ¢ (1) es la velocidad instantanea del movil

—> v = g(¢) es la velocidad de un moévil en el instante de tiempo ¢

dv : : :
= g'(t) es la velocidad de cambio de la velocidad v = g(¢)
~ en el instante de tiempo ¢
dv
T g'(?) esla aceleracion instantanea del movil
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en el contexto de un problema, se tiene una funcion de la que queremos
medir y obtener su razon de cambio (su derivada). Es muy problable que dicha funcion
se encuentre relacionada con otras funciones cuyas derivadas se conozcan.

entonces se tiene un problema de razones de cambio relacionadas.

es de importancia tener claro | ;qué es lo que se sabe en el problema?
iqué es lo que se pide en el problema?

1Lz estrategia consiste en
encontrar una relacion matematica donde se relacionen las funciones
que aparezcan en el contexto del problema.

se deriva la expresion matematica y se obtiene una relacion

de funciones y razones de cambio (las que se conocen con las que no se conocen).

se despeja la razén de cambio deseada que estara en términos
de las otras razones de cambio.
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Ejemplo 7.1.1 Al arrojar una piedra a un estanque de agua tranquila se forman ondas circulares concéntricas
cuyos radios aumentan de longitud al paso del tiempo. Cuando la onda exterior tiene un radio de 3 m, éste
aumentaa una rapidez (velocidad) de 50 em/s. ;A qué rapidez (velocidad) aumenta el drea del circulo formado
por dicha onda?

¥ Qué se pide en el problema? Se pide calcular la rapidez (velocidad) a la que esta aumentando
el area de un circulo, cuando su radio mide 3 m y la longitud de éste aumenta a razén de 0.5 m/s.
Es decir, si consideramos un circulo que (en cierto instante 7) tiene un radio r(f) y un area A(r),
entonces lo que se desea es calcular la velocidad con que cambia (razén de cambio) el area A(r),
cuando el radio r(r) es de 3 m y la razén de cambio del radio es de 0.5 m/s. Esto es, se pide calcular

dt

la derivada

=
cuandor = 3 y cuando — = 0.5.

dt
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El drea del circulo es A = nr?. Larazén de cambio de A con respecto al tiempo ¢ se obtiene derivando
ambos miembros con respecto al tiempo:

dA d

dr
E = E [JZ' rz(t)] —ti0k r(t) (E)

r
En el caso particular en que|r(f) =3 my T 0.5m/s

dA d dA
= 2mr(t) (-‘-1;) = 27(3m)(0.5 m/s) = 3rm?/s = 5 3rm?/s ~ 9.4248m?/s.

Esto es, en el preciso instante en que el radio es de 3 m, éste tiene un cambio de 0.5 m/s y el area
tiene un cambio de 37 m? /s a2 9.4248 m?/s.
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Ejemplo 7.1.3 Dos barcos salen simultdneamente de un puerto; uno viaja hacia el sur a una velocidad de 30
kni/h y el otro hacia el este a una velocidad de 40 km/h. Después de 2 h ;cudl es la velocidad de separacion de
los dos barcos?

¥ (Qué se pide en el problema? Se pide calcular la velocidad a la que se estan separando los barcos
después de 2 h de haber partido del mismo puerto. Es decir, si consideramos que z(7) es la distancia
que separa a los barcos en cierto instante ¢, entonces lo que se desea es calcular la rapidez con que
cambia (razén de cambio) la distancia z () al paso del tiempo. Esto es, se pide calcular la derivada
dz

P cuando el tiempo ¢ transcurrido es de 2 h.

[La posicion de los barcos después de haber iniciado su desplazamiento es

x(2) = 80 km
F——— - ——————— —
Puerto
L X(1)=40km T p! o
Puerto ' A
g » | 2
| P = - ‘6\ : \Qa\ﬁ\ 7 o
| i z s
¥(1) = 30 km e »n -
‘ i //‘7 y(2) = 60 km 2 iz
L 7@ o
>
s
s e
E
I "¢ WSPUes
Mg tieracarpas Dos horas después
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x(t)
P B Vg =40km/h

.

>

|
|
|
|
|
A

1 <
V4 =30km/h

Y

t horas después
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Si x (1) es la distancia recorrida en r horas por el barco B que se desplaza hacia el este, entonces

x(t) =vp-t|=40(km/h)-t (h) = 40f (km).

y si y(t) es la distancia recorrida en ¢ horas por el barco A que se desplaza hacia el sur, entonces

y(t) = va-t =30 (km/h) -t (h) = 30t (km).

Luego, por el teorema de Pitagoras, la distancia z que separa a los dos barcos cumple con

z(1)? = x(1)2 + y(1)*|= (401) + (301)% = 160072 + 90012 = 250012 =

=5 Z{t) =~25002 =
= z(t) = 50t (km).

: : ; T , dz
Asi pues, la distancia z(f) es la funcion lineal z(r) = 50¢, por lo que su derivada es Tk 50, que

es una funcién constante. Esto es, en cualquier instante t > 0, los barcos se estan separando a una
velocidad constante z’(r) = 50 km/h. En particular, después de 2 h, z'(2) = 50 km/h.
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Ejemplo 7.1.5 Una escalera de 5 m de longitud descansa contra un muro perpendicular al suelo. Siel extremo
inferior de la escalera se estd resbalando a razon de 1.2 m/s, ;a qué velocidad desciende el extremo superior
cuando éste estd a 3 m del suelo?

¥ (Qué se pide en el problema? Se pide calcular la velocidad a la que esta disminuyendo la dis-
tancia que hay entre el extremo superior de la escalera y el piso, en el instante en que dicha distancia
es de 3 m y la distancia que hay entre la pared y el extremo inferior de la escalera esta aumentando
a razon de 1.2 m/s. Es decir, si consideramos que (en cierto instante 7) el extremo superior de la
escalera se encuentra a una distancia y(7) del piso y que x(¢) es la distancia que hay entre la pared y
el extremo inferior de la escalera, entonces lo que se desea es calcular la volocidad con que cambia
(razon de cambio ) la distancia y(¢), cuando la velocidad de cambio de la distancia x(7) es de 1.2

m/s. Esto es, se pide calcular la derivada — cuando — = 1.2 m/s, en el preciso instante en que

y(t) = 3. [El signo positivo en la razén de cambio de la distancia x () se debe a que dicha longitud
estda aumentando].
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Consideramos el triangulo rectangulo que tiene catetos de longitudes y(7) (distancia entre el extremo
superior de la escalera y el piso); x(r) (distancia entre el extremo inferior de la escalera y la pared) e
hipotenusa de longitud z = 5 (longitud de la escalera).

A

x(1)
Por el teorema de Pitagoras se cumple que
P () =5"—25 y(t) & x(t) dependen del tiempo ¢
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Derivando implicitamente con respecto a t se obtiene

2»(:)(‘1 )+2x()(d);> — i

de donde, para cualquier instante 7, mientras y () > O se tiene que

dy x(t)
di — y(@) '
En el instante 7 en que| y(fp) = 3 m:
32+ x2(1)) = 25 = |x(ty) = V25— 9= V16 = 4m.

d
Y debido a que -‘% = 1.2 m/s,|obtenemos que, en ese instante fy:
dy x(to)] dx 4 dy
_ —=[—=)12=-16 =2 — =-1.6m/s.
dr [ y (to)] ( 3) dt HyE

El signo negativo del resultado indica que la distancia y(r) del extremo superior de la escalera al piso
disminuye o decrece a razoén de 1.6 m/s.
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Ejemplo 7.1.6 Un recipiente tiene la forma de un cono circular recto invertido y la longitud de su altura
es el doble de la de su didmetro. Al recipiente le estd entrando agua a una rapidez constante, por lo que la
profundidad del agua va en aumento. Cuando la profundidad es de 1 m, la superficie sube a razon de 1 cm por
minuto. ;A qué rapidez le estd entrando agua al recipiente?

¥ Qué se pide en el problema? Se pide calcular la rapidez a la que esta aumentando el volumen
del cono limitado por la supertficie del agua, cuando la altura del mismo cono es de 1 m y aumenta
a razon de 1 cm/min. Es decir si consideramos el cono circular recto formado por el agua que tiene
un radio r, una altura & y un volumen V, entonces lo que se desea es calcular la velocidad con que
cambia (razén de cambio) el volumen V, cuando la razén de cambio de la altura hes de 1 cm/min y

dv dh
h = 1 m. Esto es, se pide calcular a la derivada = cuando T 1 cm/min y cuando A = 100 cm.
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TR 1L ——

El volumen V' de un cono circular recto de radio r y de altura h es
V ==r2h.

Como la longitud de su altura es el doble de la de su diametro, por la semejanza de los triangulos
mostrados se cumple que:

r R _ r R _ h
— T — — T — r = -
h H h 4R 4
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y el volumen es

# A\ - e
V = e - h = —h X
3\ 4 48

Ya que tanto la altura como el volumen son funciones del tiempo ¢, derivamos respecto a f y obten-

e dVv dl dh
2 _ Dagpiy Toaaten
ar s (dr) T <dt>
_ dh : ;
En el instante en que|/h = 100cm |= 10dm y s lem/min [= 0.1dm/min:
dV dh 10 5
an = %hz (I) = ]7r_6 (10 dm)? (0.1 dm/min) = l—g dm?®/min = % dm? /min.
Por lo tanto, la rapidez con que entra el agua al recipiente es
dV 5w _
b ?ﬁ/m a2 1.963¢/min
pues 1¢=1 dm?.
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Ejemplo 7.1.7 Un poste de 5 m de altura tiene un farol en la parte superior; un hombre de 1.70 m de estatura
se aleja del poste caminando a una velocidad de 1.2 m/s. Cuando la distancia de la base del poste a la punta
(parte mds alejada) de la sombra del hombre es de 6 m, ;con qué velocidad crece su sombra?; ;con qué velocidad
se mueve la punta de la sombra con respecto al farol?

o ;Qué se pide en la primera pregunta?
Se pide calcular la velocidad a la que esta creciendo la sombra proyectada por el hombre, a
medida que éste se aleja del poste. Es decir, se desea conocer la velocidad a la que crece la
longitud s(r) de la sombra, cuando se conoce la velocidad a la que aumenta la distancia x(z)
del hombre a la base del poste, asi como la distancia x(7) + s(¢) desde la base del poste hasta

ds
la punta de la sombra. Esto es, se quiere conocer la razéon de cambio o a sabiendas de que
¢
dx
T 1.2m/sy de que x(f) + s(f) = 6 m.
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Es importante notar que, a partir de los pies del hombre, se miden dos longitudes en el piso:
su distancia x(7) a la base del poste y la longitud s(r) de su sombra.

Farol

F——————th ———— — — o

Construimos dos triangulos rectangulos semejantes (uno dentro del otro) con un vértice comtn
ubicado en la punta mas alejada de la sombra. El triangulo grande con vértices en la base del
poste y en farol; el triangulo pequeno con vértices en los pies y en la cabeza del hombre. El
triangulo grande tiene un cateto de longitud 5 m y el otro de longitud y(r) = x(¢) + s(7); el
triangulo pequeno tiene un cateto de longitud 1.70 m y el otro de longitud s(7).
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s(t) _ y(@)
1.70

Por la semejanza de los triangulos rectangulos ocurre que ; por lo cual

Ss(t) =1.7y() = Ss(t) = 1.7[x(1) 1 s(t)] =
= 5s(t) —1.7s5() = 1.7x(t) = 3.3s() = 1.7x(t) = s(t) = 0.51x(2).

ds o dx
dt dt
dx

Considerando que E = 1.2 m/s} se tiene que % = (0.51)(1.2m/s) = 0.618m/s.

Derivando con respecto a t se obtiene

Luego, en cualquier instante, la sombra crece a razén (constante) de 0.618 m/s, no importando
: ; : 3 —
la distancia a la que se encuentre el hombre del poste. En particular, T (0.51)(1.2m/s) =

0.618 m/s en el instante 7y en que y(fp) = 6 m.
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o ;Qué se pide en la segunda pregunta?

Se pide calcular la velocidad a la que esta creciendo la distancia que hay entre la luz y la punta
de la sombra. Es decir, se desea conocer la velocidad a la que crece la longitud z(7) de la
hipotenusa del triangulo grande, cuando se conocen la velocidad a la que aumenta la distancia
x (1) del hombre al poste, la velocidad a la que aumenta la longitud s(r) de la sombra proyectada
por el hombre, asi como la distancia y(f) = x(¢) + s(¢) desde la base del poste hasta la punta
de la sombra.

. . . a4z :
Esto es, se quiere conocer la razén de cambio 7 2 sabiendas de que

dx s —
— =1.2m/s, que — = 0.618 m/sy que y = 6 m.
d{ ]. dt v ]. .
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Por el teorema de Pitagoras:

2()? =y()*+ 5 = z(1) = Vy()> + 25 = [y(t)> +25]"/2.

Derivando respecto a t

dz y(1) dy y(1) d dz y(1) dx ds
= =) = —[x() +5(1)] =|— = +—
dt — \/y(t)*>+25 \dt VY ()2 +25dt dt — \/y@)?+25\dt dt
Sustituyendo los valores particulares|y = 6 m, d—): =12m/sy d—; = 0.618 m/s,
dz 6 6(1.81) dz
= 1.2+ 0.618) = ~ 13968 = — =~ l4m/s.
i~ VIS ) =~ d1 ”
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Ejemplo 7.1.8 Laley delos gases para un gas ideal a la temperatura absoluta T en grados (kelvin) y la presion
P (en atmosferas) con un volumen V (en litros), es PV = nRT, donde n es el mimero de moles del gas y
R = 0.0821 es la constante de los gases. Suponga que en cierto instante P = 8 atm y que aumenta a razon de
0.10 atm/min, ademds V = 10€ y disminuye a razon de 0.15 €/min. Determinar la razén de cambio de T con
respecto al tiempo, en ese preciso instante, si n = 10 mol.

¥ (Qué se desea en el problema? Se desea determinar la razén de cambio de la temperatura T con
respecto al tiempo . Esto es, se quiere calcular la rapidez de cambio de la temperatura en el preciso
instante en que la presion es de 8 atm, y aumenta a razén de 0.10 atm/min y ademas el volumen
es de 10 £ y disminuye a razén de 0.15 £/min. Mas concretamente, se quiere calcular la velocidad

: o dP :
de cambio de la temperatura 7 en el preciso instante en que P = 8 atm, v 0.10 atm/min,

v—10¢v % — _0.15¢/min.
Y
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Yaque PV = nRT, R = 0.0821 y que n = 10 mol, entonces en cualquier instante f tenemos

PV = 10(0.0821)T = 0.821 T,

donde P, V y T son funciones del tiempo 1.

Derivando con respectoaten PV = 0.821T:

dT dV dP dT
—(PV)—0821(dt> — P(dt)ntV(W) — 0.821 (W)

: dT ;
Despejando =7 sustituyendo valores obtenemos:

al [P(Q)Jrv(ﬁ)]: 1 [(8)(015)+(10)(010)]=ﬁ~—024

dt 0.821 dt dt 0.821 0.821
. . dT : .
Por lo tanto, la velocidad de cambio de la temperatura es T = —0.24 grados kelvin/min. Esto es,
la temperatura disminuye 0.24 grados kelvin cada minuto.
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Ejercicios 7.1.1
2. Sea ¢ la longitud de la diagonal de un rectangulo cuyos lados tienen longitudes x & y respecti-
vamente. Si x aumenta con una rapidez de S /sy siy disminuye con una rapidez de 7 m/s:

a. A qué razoén esta cambiando la longitud de la diagonal cuandox =3 m & y = 4m?

b. ;La diagonal esta aumentando o disminuyendo en ese instante?

dx 1

—=+—m/s
| y dt

dy __d m/s

dt 4

a) O 7  $o0 0 Top

dtl o0 dt dt
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?=x*+y’ = zﬂzzx%wyﬂ
dt dt dt
(O, O
o d_Tdt Cdt
dt x2+y2
dx dy
d "ot Yt 33 +4-4 31 1
a) _ = — 2 = m/S
dt x=3,y=4 X* + y2 VI+16 5 10
d 1 : :
b) de a) —=—>0 1.e. ladiagonal aumenta
dt 10
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Ejercicios 7.1.1

4. Dos automoviles empiezan a moverse a partir del mismo punto con velocidad constante. Uno
viaja hacia el sur a 60 km/h y el otro hacia al ceste a 25 km/h ;Con qué razén aumenta la
distancia entre los dos automoéviles 2 h mas tarde?

A oeste, X

<

LYy E——
N A dt

B sur, y

distancia z . V, = ay _ 60 km/h Lo

N

entre Ay B v dt

dz
dt,,
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’=x"+y’ =

2009 ~ 2010

dz "t 7 dt | X(®)Vva+Yy(t)vg

dt x+y? | X(t)?+y(t)?

dz  vit+vit Vi +Vi _ v
dt V22 V2t «/v +V2

— =/25% +60% = /625 +3600 = /4225 = 65

en particular, dz =65 km/h

t=2
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Ejercicios 7.1.1
7. Cuando un tanque esférico de radio a contiene liquido con una profundidad £, el volumen de
este liquido esta dado por
1
V = §7T]’I. (3a — h).

Suponga ahora que un tanque esférico de 5 m de radio se esta llenando de agua a razon de
20
— {/s. Calcule la razén de cambio del nivel de agua cuando A = 125 m (1£ = 1dm?).

WE T

a=5om ——=?;m;; h=1.25m

y dh|

dt h=1.25
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3
V =1nh2(3a—h) = 7| ah’ _n
3 3

3
ol = 2 T ahz—h— :ﬂ(Zahd—h—hzd—hj
dt dt 3 dt dt
dVv

dv dh dh gt
— =
dt xh 2a-h

dh

dh 20/3 ltr/s 0.02/3 m°/s
dt

1257 2x5-125 m? 1257 875 m?

- 292 M _gppp IM
32.81257 S S
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Ejercicios 7.1.1

10. Una placa en forma de triangulo equilatero se expande con el tiempo. Cada lado aumenta a
razon constante de 2 cm/h. ;Cual es la razén de crecimiento del area en el instante en que el
valor de ésta es /75 cm??

>
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A= Z(Eyhj xfx A=§X2

2 2 2

si A=75 = \F:§XZ de donde x2=4\/§:20

_ |9A_ df ﬁxdx
dt dt 4 2 dt
sf 2 _0A =ﬁ2ﬁ(2):2fz
dt |, s dtl,ez 2
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Ejercicios 7.1.1

14. Una lampara proyectora situada sobre el piso ilumina una pared que esta a 12 m de distancia.
Si un hombre de 2 m de alto camina desde la lampara hacia la pared a una velocidad de 1.6
m/s ;jcon qué rapidez decrece su sombra proyectada sobre la pared cuando se encuentra a 4 m
de ésta?

dx
—=-1.6m/s

por triangulos dt

H y semejantes
y 2 | 25
2 m ;Z—S—X = | y:—S—X |
L 0 T |
C S—X X y

(s—x)+x=12m —| =
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ST = Y(S—X)=2s = [sy—Xy=2s

sﬂ—[ dy dx} 0 - Yy _ y dx_ 25 dx

at | dt 7 dt dt s—xdt  (5—x) dt

| — ~(-1.6) :—&@j:—g =-0.6 m/s
dt|,, (12-4) 64\5) 5
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Ejercicios 7.1.1

15. El radio de una esfera se incrementa a razén de 2 cm/s.

a. ;Cual es la razén de cambio del volumen cuando el radio mide r = 5 cm?

b. ;Cual es la medida del radio cuando la razén de cambio del volumen es 512 cm?/s?

/ ﬁ =2 cm/s
R dt

e r=5cm

a) v =7 b) si d—V:5120m3/s = r="?
dt | dt
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4 3

V =—7xr
3
= dv = d ﬂ7TI’3 :ﬂﬂ(BI’Z)ﬂ :47rr2£
dt dt3 3 dt dt
3
a) V| C42(59)(2) = 2007 ~ 628.32 ™
dt |,_; S
av
como d—V=4yrrZﬂ — p2o_dt _ 9L _ B cm?
dt dt 4 dr 87 =«
72'_
dt
3
b) r=—=~451 cm
7T
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Planteamiento general del problema de razones de cambio relacionadas:

Dada una funcion g de z, a su vez funcion del tiempo, como funcion y de
X ey, tambien funciones del tiempo y que son las variables relacionadas
con z, se requiere determinar la rapidez de variacion de z. Como hipotesis
se conoce, en cierto instante de tiempo, los valores de x e y, asi como sus
respectivas velocidades instantaneas.

Matematicamente, dada

g(2)=1f(x,y) ; z=w(Xy) ; XY,z funcionesde t
0 equivalentemente

g(z(t)) = T (x(t), y(t)) ; z(t) =w(x(t), y(t))

hallar  z'(t)
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g(z)=f(x,y) ; z=w(X,y) ; XY,z funcionesde t

d d
EQ(Z)ZE f(xy)

Gottfried Wilhelm Leibniz

dg dz dx dy (1646-1716)
__:gp(x, ,—,_j
dz dt dt dt
dx dy v
X, V,—,—
dz _ gp( e dtj
dt dg
dz 2=y (X,Y)

notacion de Leibniz-Bernoulli
“cociente de diferenciales”

Johann Bernoulli
(1667-1748)
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g(z(t)) = T(x(1), y(1)) ; z(t) =w(x(1), y(1))

[9(z()] =L T (x(@), y(D)I
g'(z(1))Z'(t) = p(x(1), y(0), X'(t), y'(1))

2/(t) = p(X(1), y(t), X'(t), y'(t))
g'(z(t))

2'(t) = p(X(1), y(t), X'(t), y'(t))
g'(p (x(t), y(1)))

notacion de Euler-Lagrange
“funcional prima”
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Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)

39



90(2)=1f(x,y) ; z=w(X,y) ; XY,z funcionesde t

Augustin Louis Cauchy

D.g(z) =D, f(X,Y) (1789-1857)

D,gD,z = (X, y, DX, D,Y)

D,z = 2 ¥, DX, Diy)
D, g

2=y (X,Y)

notacion de Cauchy
“operador diferencial”
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Ejercicios 7.1.1 Razones de

m?
min

@% 111.2411 km/h.
@ a. —750 millas/h;

1
b, = hora.
3

~ 433 millas/h.

9. 2 13.856406 cm?2/h.
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Problemas del texto
sugeridos a resolver

@ Ipies3
7 s

12. 35.7 cm3/min.

@{Topie/s.

16. ~0.0235cm/s.

20 .
@ — pies/ min.
b3

18. 6000 millas/ h.
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