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PROBLEMAS DEL CAPITULO 5: INTEGRACION

1) Sea P = {Xo, X1, X2, X3} una particion regular del intervalo [a,b]. Demostrar que si
f es continua y creciente en [a,b], entonces Us (P) — L¢ (P) = [ f(b) - f(a) ] Ax.

Por ser f continua admite un valor minimo m, y un valor maximo M,
en cada subintervalo [x ,, X ] y por ser creciente estos valores ocurren
respectivamente enx,_, y x, parai=12,3esdecir,m =f(x,) y M, = f(x);
ademas, por tratarse de una particion regular, Ax = (b—a)/3
= U, (P) = M,AX+ M,AX+ M,Ax y L, (P)=mAX+m,AX+m,Ax
=>U,;(P)-L,(P)=(M, —m)AX+ (M, —m,)Ax + (M, —m,) AX

=[100) = F()IAX+[ 1 (%) — T O)IAX+[ £ (x;) = £ (x,)]AX

=[1(x) = T(x)]Ax =[f(b) - f(a)]Ax

2) Para la funcion F(x) determinar F'(=1) (valor de la derivada en x = -1)

F(x) = LXCOSﬂ'Z dz

F'(x) = di J'lx coszzdz =coszx = F’'(-1)=cos(-z)=cosz=-1
X

3) Calcular la siguiente integral definida

_[Oa (a®/x —x%) dx

a a a 3/27]2 478
J'(az x—x3)dx:a2j xl’zdx—j xidx =a?| X — X
0 0 0 3/2 4

0 0
:ga2a3/2_1a4:za3 a_£a4:aa(2£_1j
3 4 3 4 3 4
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4) Bosquejar la regién limitada por las curvas f(x) =1 y g(x) = 1+ cos x
para X € [0, w] y hallar su area.

y | 1=1+cosx < cosx=0< x=7/2¢€[0,7]

: 2 : = AQ)= [ (t+cosx-1)dx+ || [1-(@+cosx)]dx
I T

14 ' = sinx ;”2— sinx ” = (sinZ—sin0) - (sin z —sin 2)]

=(-0)~(0-) =2=20-0) =2 sinx ;"

% =2 J.Om (L+cosx—1)dx (simetriarespectoax=rx/2)

5) Hallar f(x) partiendode que f"(X) =5—-4x, f() =1y f(0)=-2.

f'(x) = jf”(x)dx: j(5—4x)dx=5x—2x2+c
= f(x) = [F'(x)dx=[(EBx-2x" +C)dx = §x* - 2%+ Cx+K
= f()=1=2-%2+C+K y f(0)=-2=0+K de donde,

K=-2y C=3-53+2=3-U=I1=f(x)=-2xX*+3x*+Ix-2

6) Calcular la siguiente integral indefinida
I sec” X
J1+tan x

sec? x

du
————dx=|—== [u™?du
J1+tanx I\/J I
+1
4 ic=2Ju+C=2ittanx+C

1
—5+1

dx

u=1+tan X = du =sec® xdx = J'

1
2

7) Sea f una funcién continua, demostrar la igualdad y dar su significado

[f x—c dx=[ f)dx

a+C a
U=Xx—-c=du=dx; si x=a+c=u=(a+c)—c=a, andlogamente,
si x=b+c=u=(b+c)—c=h= j:ff(x—c)dx: Lbf(u)du= j:f(x)dx

I.e., la integral definida es invariante ante traslaciones de f.
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8) Calcular la derivada de la siguiente integral con limites variables

fx t/1+12 dt

an X
en general, a jvf(t)dt = f(v)ﬂ—f(u)d—u 'Sl u=tanx,v=2Xx 'y
dx -u dx dx

f(t) =tyl+t’ :% fx ty1+t? dt =V\W%—U\W3—i

= 2xy/1+ 42 (2) — tan xy/1+ tan? x(sec? X) = 4x+/1+4x? —tan X [sec x|sec? x
Nota: sec® x =1+tan® x = sec x = £\/1+tan’ x = [sec x| = 1+ tan® x

9) Sim es el valor minimo de f en [a,b] y M es su valor maximo, demostrar la
siguiente propiedad de la integral definida

m(b—a) < j:f(x)dxslvl(b—a)

b
suponiendo que f es continua en [a,b] = existe j f yse cumple

para toda particion P de [a,b] que L, (P) < j: f <U, (P) ; en particular, si
P={a,b}={x,,x}= Ax=b—a vy, por hipotesis, f toma los valores
extremos m,M en[a,b] = L,(P)=m(b-a) < I:f <M(b-a)=U,(P)

10) Hallar el valor medio de la funcién lineal f(x) = mx + k en el intervalo [a,b]
y hallar en qué punto toma f este valor. Haga un bosquejo que represente
geometricamente el resultado (suponga m, k, a, b > 0).

1 1 ¢ 1 2 b
f(c):m_[a f(x)dx:mja(mx+k)dx:m[%mx +kx]

a

~ f(o)= (mb’ +2kb) — (ma’ +2ka) _ m(b® —a’) + 2k(b-a)
2(b—a) 2(b—a)
_m(b-a)(b+a)+2k(b-a)
! . L 2(b—a)
0 a 0.5(a+b) b =im(a+b)+k (valor promedio)

yde f(c)=sm(a+b)+k =mx+Kk,
la abscisa es x=1(a+Db)
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10) Extra: por el ler teorema del valor medio, f(c)(b—a) = j: f (x)dx

= f(c)(b—a)= m(a+b)+k (b—a) es el area del rectangulo cuyo

ancho es el valor promedio y su largo es la longitud del intervalo [a,b] y

jb f(x)dx =[ £ mx® + kx]b = (4mb? +kb) — (A ma’® + ka) = im(b? —a?) + k(b —a)

que es el area limitada por la recta mx +k, el eje x, y las rectas verticales
X=a Yy X=Db, que geométricamente corresponde a un trapecio Q de altura
(b—a), base menor f (a) =ma+k y base mayor f (b) =mb+k y cuya area es

A(Q)=(b—a)[w}=%(b—a)(ma+k+mb+k)=%m(b2—a2)+k(b—a)

L
]
I
i
i
/ /
'
L]
i

E
:
E
: : > X
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= AR) = f(c)(b—a) = f’ f(x)dx = (b—a) {w} - AQ)





