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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

1) Graficar la regién limitada por las parabolas x* = 4py e y* = 4px, siendo p una constante
positiva y hallar el area entre ellas.

v
= 2 2
: X

y2:4px:>y:a/4px , x2:4py:>y::—p:> 4px:ﬁ

4

X
(4p)°

< x=0 0 x=4p = ambas curvas se cortanen (0,0)y (4p,4p);

2
de la gréfica, f(x):4/4px2:—p:g(x) s A= j [ 4px——jdx

= A=@j:pﬁdx—4—lpj()‘”’x?dx:@g[xs/z}op _4_1p%[X3JOp

_E 1/2 3/2_(4|O)3:E 2_1 2:1 ZZE 2
gx :A—3(4p) (4p) 304p) 3(4p) 3(4|0) 3(4p) 3 P

<X —Ap)Px=0o x(xX*-(4p)*) =0

< 4px =

2) Se corta una esfera de radio r por dos planos paralelos colocadosen x =a yen x =D con a,
b ¢ [-r, r]. Hallar el volumen de la porcion de esfera comprendida entre ambos planos
suponiendo que a < b.

Usando el método de los discos con f (x) =r?=x? vxel[-r,r]
que describe la semicircunferencia centrada en el origen de radio r 'y

2
suponiendo que —rSa<b£r:>A=7r.|':[f(x)]2dx=7r.|'ab Jri—x? dx
b b b T b
= A= r’ —x?)dx = [rz dx — xzdx}: r’[x]° -=| x°
7[.[51( ) 7 .[’:1 .[a 4 [ ]a 3|: :|a

= A:7rr2(b—a)—%(b3—a3):@[3r2 —(a*+ab+b?)]
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

3) Dibujar la regién Q limitada por x=|y| y x =2 —y* Usar el método de las capas para
hallar el volumen del sélido engendrado al girar Q alrededor del eje y.

y
B, X=lY A x=2-y|y|=2-y o y=tl=x=1

ademas si y =0 = x =2, y los puntos de interseccién son

14,1, (1,-2) vy (2,0) = usando el método de las capas y sim. en eje x

x V =2I0127Z'Xf (x)dx+2_[1227rxg(x)dx=47rEx2dx+47rfx«/2—xdx;u =2-X
_Arp oot 0 A 1 1
=V —?[x :|0—47Z'J.1 (2—u)\ﬁdu —?+87rjoﬁdu—4ﬂj‘ouﬁdu

Y :4_”+87,Z[u3/z]1 _4,,E[u5/z]1 _20r 8z _(100-24)z _ 76
3 3 0 5 0 3 5 15 15

4) Sean ry h nimeros positivos. La region en el ler cuadrante limitada por larectax/r+y/h
= 1y los ejes coordenados se rota alrededor del eje y. Usar el método de las capas para

obtener el volumen de un cono de radio r y altura h.

§+%:1_-_ si X=r=y=0 ysi y=h= x=0asi, larecta
h

y=f(x)= h(l—éj corta los ejes coordenados en (0,h) y (r,0);
usando el método de las capas respecto al eje y

r r X 27Z.h r 2
=V = j’o 27x f(x)dx = 27h jo x(l—Fjdx:T jo (rx—x2) dx

x 2zh[r® x3] 2zh[r® 3] 2zhr® 1
— ==zr‘h
2 3 3

=V
[
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

5) Dibujar la regién Q limitada por y = x* e y = x'*. Hallar el centroide de Q asi como

el volumen engendrado por su rotacién alrededor de cada eje coordenado.

y=x> A y=x"’=x=x"ox’=xox(x*-1)=0
de donde las curvas se cortan en los ptos. (0,0) y (1,1); ademas,
f(x)=x"*>x*=g(x) Vxe[0,1] de modo que el area

1
entre ambas esta dada por A = j:(x” P—x?)dx = E x*3 —%x?’} 3_1_5

para el centroide, XA= _fol x[f(x)-g(x)]dx A VA:% _[Ol[f 2(x) = g*(x)]dx

1
— A= EX(Xm—XZ)dX: I:(Xm—X3)dX={$X7/3—EX4:| 3 1 5

47|, 7 4 28
1 @ 1 113 1.1 3 1 1
VA== x3)2 _ (x2)?1dx = = [ (x?3 — x* dxz_[_xm__xs} _°>_+_-
Y 2Io[( ) =] 2Io( ) 2|5 5], 10 10 5

las coordenadas del centroide estan dadas por:

S N R 5 _ 15 125 3
o o A=~ =>x=_"— =" %
8 A28 528 7

11 121 12

A5 55 25

................. 2
075/ i e
A F 5

g finalmente, aplicando el Teorema de Pappus se
obtienen los volumenes del sélido al rotar la

I region respectivamente con respecto a cada eje, i.e.,
0 0.5 1 15 2 2 107 5

V,=27yA=—7n A V, =27XA=——=—n7
S) ’ 28 14
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

6) Hallar el centroide de la region acotada por: /x+./y =va, x=0, y=0.

\/§+\/§=\ﬁ A X=0 A y=0=y=a, x=a dedonde
la curva los ejes en los ptos. (0,a) y (a,0); ademas, p. €j., Si x=Y

= 2ﬁ= \E@ x =a/4 de modo que un pto. sobre la curva es (%%j

= A= [ f()dx = [ (Va-x)’dx= [ (a-2vavx+ x)dx:{ax—%ﬁxe”%x?z}

2
= A=a2—ﬂ\/5a3’2+£a2 S 2
3 2 2 3 6

1

para el centroide, XA = J'Oax f(x)dx A YJA== Ioafz(x) dx

2
= XA = Ioa(ax—zx/gx3’2 +x%) dx

32 3 3 3 3
_ Exz_%xm_'_X_ ~a 4a’ a’ a
2 5 3

2 5 3 30

siendo y = x un eje de simetria que divide a la mitad
la region y dado que el centroide pertenece al eje de
simetria, entonces las coordenadas del centroide
estan dadas por:

a’ la’ 6 a _

_ _ a . _ a
XA=—=>X=—— : —=y=X=—=
30 A30 a“30 5 5

— _ l a 2 _ l a 4
de otra forma, VA=~ jo f (x)olx_E jo (Va —/x)*dx

al4

a

0

al ] ] '

recordando que (u—v)* =u* —4u’v+6u?v? —4uv® +v* ; tomando u=+a Av =X

= JA= [TWa)" - 4(/a) VX + 6(4a) (VX)? - 4Va()* + ($%)")

= 7A=% J': (a® —4a¥*x"* + 6ax —4a"’x%? + x*) dx

B 3/2 1/2 37]@
:>7A:1 azx—8a x3’2+3ax2—8a X512 4 X
2| 5 3 .
3 3 3 3 3
L ao g 88 g 8 @) 150 s’
2 3 20 3 5
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

7) Se gira el rectangulo (figura izquierda) alrededor de la linea indicada como I. Hallar el
volumen del sélido de revolucidn resultante.

Por ser el rectangulo una figura elemental, su centroide se halla en la interseccion de sus
diagonales .. usando el teorema de Pitagoras la mitad de la diagonal indicada en la figura

esta dada por d = \/(a/ 2)2 +(b/2)° =a?+b?/2 . Finalmente, aplicando el teorema
de Pappus, V, =27RA donde la distancia de la recta de rotacion | al centroide del
rectangulo vale R=c+d =c++a?+b?/2 ycomo A=ab = V, = zab(2R)

=V, = rab(2c ++/a’ +b?)

8) Hallar la longitud natural de un muelle metélico pesado, sabiendo que el trabajo realizado al
alargarlo desde una longitud de 2 m hasta una longitud de 2.1 m es la mitad del trabajo
realizado al alargarlo desde una longitud de 2.1 m hasta una longitud de 2.2 m.

Por la ley de Hooke, el resorte ejerce una fuerza de restauracion dada por F(x) =—kx donde k
s una cte. positiva; para alargar o estirar el resorte se ejerce la misma fuerza pero contraria, i.e.,
—F(x) =kx ; ahora, si L es la longitud natural del resorte y E representa su longitud después de
estirarlo, entonces E — L mide el estiramiento realizado, asi, por hipétesis
21-L 1 e22-L 1 X2 21t 1| x? 2t ,21-L ,q22-L
U L e M L A
<2(21-L)°-2(2-L)*=(22-L)* - (2.1-L)* = 3(2.1-L)*-2(2-L)* =(2.2- L)
<3(0.1+2-L)"-2(2-L)*=(0.2+2-L)* ;seai=2-L

:>3(0.1+/"t)2—2),2:(O.2+/’t)2<:>3(/12+£}t+ij—22,2=ﬂ,2+i/1+i
10 100 10 100
@12+£;t+i:,12+iﬂ+i@(£_ijﬂ:ﬂ:i@£1:i

10 100 10 100 10 10 100 100 10 100
:>ﬂ,=i=0.05 s L=2-1=2-0.05=1.95

20
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

9) Un objeto de masa m se mueve a lo largo del eje x. En x =a su velocidad es v, y en
X = Db, su velocidad es vy . Utilizar la 2da ley de Newton del movimiento, F = ma
= m dv/dt, para encontrar el trabajo W realizado para desplazar dicho objeto desde a hasta b.

Por ser la 2da ley de Newton, F =ma = m% y aplicando la regla de la cadena se tiene que

dv dvdx dv . U :
— =——=V— ; ademas, por hipétesis cuandox=a=v=Vv, ysi Xx=b=>v=y,
dt dxdt dx

27
W:erx:j%v%dx:mjbvdv:m{%} :%m(vs—ﬁ)
a a X Va

Va

10) Demostrar que si una placa esta sumergida en un liquido formando un angulo 6 con
la vertical tal que 0 <6 <=w/2, entonces la fuerza sobre la placa viene dada por (usar
sumas de Riemann), o es el peso especifico del liquido; x, w(x), a y b se indican en
la figura.

F= j:axw(x)secedx

0 0
a— a
X— X

Y AN

perfil de
la placa

b b+

frontal de la placa

Y |
X

X
Segun las figuras, la fuerza ejercida sobre la i — ésima franja de la placa sumergida e inclinada

un angulo & € (0,7/2) y de altura Ax, = x, — x,_,, estd dada por F =ox w(x )h siendo o el

peso especifico del fluido, x” [x._,, x.] la profundidad de la franja, w(x’) el ancho de la placa

a la profundidad x’, y h. la hipotenusa del triangulo rectangulo infinitesimal formado por la
AX

i T . AX: :
vertical y la placa inclinada. Del triangulo, se ve que cosé = TI =h = —'9 =secd Ax;
Ccos

de este modo, F, =ox W(X )secd Ax, y consecuentemente, para la particion P elegida
sobre [a,b], se tiene el limite de la siguiente suma de Riemann

NS e s b b
F=lm, Y oxw(x)secO Ax, = | oxw(x)secd dx=csecd [ xw(x)dx
Vi a a
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6: APLICACIONES DE LA INTEGRAL

EXTRA relativo al problema 10)
a) lim F(0) = lim oseco [ xw(x)dx=o [ xw(x)dx (placa vertical)
6 —0* 6 -0 a a

la fuerza ejercida es la misma que para una placa sumergida verticalmente
pues en ese caso sec0=1, h. =Ax. y h=b—a es de longitud finita.

b) lim F(@)= lim osecd bxw(x)dx:+oo (placa horizontal)
0—>rl2” 0—->rl2” a

la fuerza ejercida sobre la placa sumergida pero inclinada es cada vez
mayor si & — /2" yaque sec(r/2) =0 y h— o« esde longitud infinita.





