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5.1  INTEGRAL DEFINIDA DE UNA FUNCION CONTINUA

e

Introduccion: Un problema de area

Ya estamos familiarizados con las formulas de dreas de figuras geométricas regulares tales
como triangulos, rectangulos y circunferencias (figura 5.1.1).

l
area = lw area =mr?

FIGURA 5.1.1
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En la figura 5.1.2 hemos repre-
sentado una region €2 limitada en su parte superior por la grafica de una funcién continua no
negativa f, en su parte inferior por el eje x, a la izquierda por la recta x = a y a la derecha por la
recta x = b. El problema que nos planteamos es el siguiente: ; Qué nimero, si lo hubiese, puede
ser considerado como el area de €27

f(x) > 0 para toda X € [a,b]

FIGURA 5.1.2
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Para empezar a responder a esta pregunta, subdividiremos el intervalo [a, b] en un nimero
finito de subintervalos que no se solapan:

L X o 15 5] oo 5 185 10%] SON =g <Ry e x, =b,

n

De esta manera, la region Q queda subdividida en n subregiones

Ql.Qz, ,Qn. ”1ng1'<!513}

FIGURA 5.1.3
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TEOREMA 2.6.2 ACOTACION; VALORES EXTREMOS
Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado y finito [a,b],
entonces: 1) f esta acotada en [a,b] y 2) f alcanza un valor
maximo M y un valor minimo m en [a,b].

SECCION 4.4, TEOREMA DE LOS VALORES EXTREMOS
Mismo enunciado que antes pero M puede ser el maximo absoluto
y m puede ser el minimo absoluto.
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Podemos estimar el drea total de Q estimando el drea de cada una de las subregiones €2, y su-

mando los resultados. Designemos por M; el valor maximo de fen [x;_, x;] y por m; su valor
minimo. (Recordar el teorema 2.6.2 y la seccién 4.4.) Consideremos ahora los rectangulos r; y

R; de la figura 5.1.4. Dado que

a

FIGURA 5.1.4
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hemos de tener
area de r; < area de (2, < drea de R;.

Dado que el 4rea de un rectangulo es el producto de la base por la altura, obtenemos
m,-(x,- - Xi- 1) < area de Q" < M,-(x,- . 1).
Haciendo Ax; = x; — x; _; tenemos que

m; Ax; < dreade Q; <M;Ax;.

La desigualdad se verifica parai=1,i =2, ... ,i = n. Sumando estas desigualdades, obtene-
mOS por una parte

(5.1.1) myAxy + myAxy + -+ + m, Ax, < drea de Q
y por otra,
(5.1.2) dreade Q< M, Ax;+ My Axy + -+ + M, Ax,,.
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Una suma de la forma
mAx;+myAx,+---+m,Ax, (figura 5.1.5)

se denomina suma inferior para f. Una suma de la forma
M, Ax, + My Axy + -+ + M, Ax, (figura 5.1.6)

se denomina suma superior para f.

5 - x v . 2
El area de la region sombreada El area de la region §ombreada
es una suma inferior para f €s una suma superior para f

FIGURA 5.1.5 FIGURA 5.1.6
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Consideradas conjuntamente, las desigualdades (5.1.1) y (5.1.2) nos dicen que para que un
numero pueda ser candidato al titulo de “drea de €27, tal nimero ha de ser mayor o igual que
cualquier suma inferior de fy menor o igual que cualquier suma superior de f. Puede demos-
trarse, aunque lo omitiremos aqui, que si f es una funcién continua en [a, b] entonces existe un
numero y sélo uno que cumple estas condiciones. A este nimero lo llamaremos drea de £2.

FIGURA 5.1.2 FIGURA 5.1.3

myAx; + myAx, + - +m,Ax, < areade Q <M, Ax; + M, Axy + --- + M, Ax,,.
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Integral definida

El procedimiento seguido para resolver el problema de édrea se llama integracion y el resultado
final de este procedimiento se llama integral definida. Nos proponemos ahora establecer estas
nociones con mayor precision.

Llamaremos particion del intervalo cerrado {a, b] a todo subconjunto

uled) finito de [a, b] que contenga los puntos a y b.

Es conveniente identificar los elementos de una particién mediante un indice acorde con el or-
den natural. Asi pues, si escribimos que
P = {x,xy, ... yX,} €8 una particién de [a, b],
se entiende que
a=xg<x<--<x,=b.

Si P ={xy, X, Xy, ... ,X,_1,X,} €S una particion de [a, b], entonces P divide [a, b] en n subin-
tervalos
[-xOs xl]a [x]sx2]’ TR R | [xn— l’xn]
de longitudes Ax;, Ax,, ... , Ax, respectivamente.
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Supongamos ahora que fes continua en [a, b]. En cada intervalo [x; _, x;] la funcién f toma
entonces un valor maximo M; y un valor minimo m;.

El numero i =,
' 2 i Upper
,_f(P) o Mlel +M2Ax2 +M A (suppeF;ior)
(5.1.4) S denorriina su}rza superzor asoczada aPdef,y el nimero
' e Lower
m Ax +m Ax +m Ax
g el 2 | (inferior)
se denomma ,_ _,uma‘ zriferzor asocmda a P de f

Mediante un razonamiento que omitimos aqui (aparecera en el apéndice B.4) es posible

demostrar que si f es continua en [a, b], existe un unico nimero / que satisface la desigualdad
&

Lf(P) <ls Uf(P) para todas las particiones P de [a, b].

Este es el niimero que necesitamos. (TEOREMA B.4.6)
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El simbolo j fue introducido por Leibniz y se le llama signo integral. En realidad es la § de
Suma estirada. Los nimeros a y b se denominan limites de integracion (a es el limite inferior y
b es el limite superior) y se habla a menudo de integrar una funcién de a a b. La funcién a in-
tegrar se llama integrando. Esta notacion no es la unica que se usa. Algunos matematicos omi-
ten dx y escriben solamente | f En este libro se mantendra el uso de dx, por motivos que se
hardn patentes mds adelante.
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En la expresion

jj/(x) dx

la letra x es una “variable muda”; en otras palabras, puede ser sustituida por cualquier otra le-
tra no utilizada hasta el momento. Asi, por ejemplo, no existe ninguna diferencia entre

jf/(x)dx, jjf(t)dz y jjf(z)dz.

Todas estas expresiones designan la integral definida de fde a a b.
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En la introduccién a este capitulo se proporcioné una aplicacién inmediata de la integral
definida: si f es no negativa en [a, b], entonces (f > 0)

AQ) = |4 = [2fix) dx

da el drea debajo de la grifica de f. Véase la figura 5.1.2. Volveremos mds adelante sobre €sta y
otras aplicaciones. Por ahora nos limitaremos a algunos célculos sencillos.
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Ejemplo 1 Los conjuntos
{O 1} {092’1} {0’4’2,1} {0,4,%9%"%’1}

son todos particiones del intervalo [0, 1].

Ejemplo 2 La funcién cuadrética

fix) = x?
es continua en [1, 3]. La particién P = {1, 123 ,2,3} divide [1, 3] en tres subintervalos:

[x0, X1 =1[1,3], [x;,x]= %,2], [x2, 3] = [2, 3]

de longitudes respectivas
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Puesto que es creciente en [1, 3], ftoma su valor maximo en el punto extremo derecho de cada
subintervalo:

M1=ﬂ3)=§a M2=./(2)=4, M3=f(3)=9.
Los valores minimos de f se toman en los puntos extremos izquierdos de cada subintervalo:

my=fD=1, m==7 m=f2)=4
Luego

Uf(P) = M,Ax; + M,Ax, + M;Axy = g(%)+4(%)+9(1) =2 = 12,125 (verfigura5.1.7a)

lj,(P) = mAx; + myAx, + m;Ax; = 1(%)+§(%)+4(1) =% = 5625  (verfigura5.1.7b)
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Ejemplo 3 La funcién lineal
fix) = -2x+1

es continua en el intervalo [-1, 2]. La particién P = [-1,0, 1, %, 2} divide el intervalo [-1, 2]
en cuatro subintervalos:

[x()’x]] = [_l! 0]9 [xl’xz] = [O: 1]3 [xza x3] o [13 %], [-x3s -x4] = [%s 2]

de longitudes

!
2

-]

, Ax,=2-

[ J LV
| =
B led

Ax,=0-(-1)=1, Ax,=1-0=1, Ax;=

respectivamente. Ver la figura 5.1.8. Dado que f es una funcion decreciente, los valores maxi-
mos de ftendrdn lugar en los extremos izquierdos de los subintervalos y los valores minimos

en los extremos derechos. Como se puede comprobar,

U(P) = i-1)(1) + RO)(1) + AV +fD(G) = 3(1) + 1(1) +(=1)() +(=2)(3) = 3

L(P)= f0)(1) + A(1) + () +A2)(3) = 1(1) + (D) + (=D)(3) + (=3)(3) =-2.
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Ejemplo 4 Sifix) = k, constante, para todo x en [a, b], se verifica que

Por ejemplo, :
[13ax=301-(-DI=32) =6y

j}f 2 dx = —2(10-4) = =2(6) = —12.

Si k> 0, la regién entre la gféﬁca de la funcién y el eje x es el rectdngulo de altura k y de

base el intervalo [a, b]. (Figura 5.1.9.) La integral nos da el drea de este rectdngulo.
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Para comprobar esto tomemos una particion arbitraria de [a, b], sea P = {xg, xy, ... , x,}. Dado
que f es siempre igual a la constante k en [a, b], también vale la constante k en cada uno de los
subintervalos [x; _;, x;]. De ahi que M; y m; sean ambos iguales a k. Esto implica que

U(P) = kAx, + kAx, + --- + kAx,
k(Ax, + Ax, + --- + Ax,)

= k[(x)—xg) + (x3=%)) + (X3 =x3) + = +(x,_; =X, _2) +(x,—Xx,_1)]

= k(b-a) (recordar que xy, = a y x5, = b)
L(P) = kAx; + kAx, + -+ + kAx,
= k(Ax;+ Axy+ - + Ax,) = k(b -a).
Obviamente se verifica entonces que
L.(P) < k(b - a) < U«(P). (se da la igualdad)

Dado que esta desigualdad se verifica para todas las particiones P de [a, b], podemos concluir que
jjf(x) dx = k(b - a).
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Ejemplo 5

(5.1.7)

Por ejemplo,

Pixae=332-0=4® =4 y [xdc=}22-(-221 =0
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Si el intervalo [a, b] estd a la derecha del origen, la region por debajo de la grafica de la funcién
Ax) = x, x € [a, b]
es el trapecio de la figura 5.1.11. La integral

j:xdx

proporciona el drea de dicho trapecio: A = (b - a)[ 1 (a + b)] = } (b* - a?).
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Para comprobar este resultado, tomamos P = {x, x{, ... , X, }, una particién arbitraria de [a, b].
En cada subintervalo [x; _ , x;] 1a funcién f (x) = x tiene un méximo M; y un minimo m;. Como
fes una funcién creciente, el valor maximo M; = x; se da en el extremo derecho del subinter-
valo, y el valor minimo m; = x; _, en el extremo izquierdo. De ahi que

U(P) = x,Ax; + 4%, + - + X,Ax,

lf(P) - onxl +x]Ax2+ S +xn_1AXn.

Para cada indice i,

l .
(*) Xi_1S500+x;_1) <x;. (explicar por qué)

La multiplicacién por Ax; = x; — x; _; nos da

1752 2

Sumando desde i = 1 hasta i = n, obtenemos que

(%*) L(P) = s(x—x3) + %(x% —xP) 4+ 5x2-x2_)) < U, (P).
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Sirgplificando la expresién del término intermedio, obtenemos

;062 -x3) = (b2 - a?) :
y, por consiguiente,
L(P) < }(b* - a®) < Ui(P).

Dado que la particién P fue elegida de manera arbitraria, podemos concluir que esta desigual-
dad se verifica para todas las particiones P de [a, b]. Se deduce que

[2xdx = j®2-ad).

Observacion En el ejemplo anterior puede sorprender el hecho de que hayamos elegido la
desigualdad (*) en lugar de cualquier otra como, por ejemplo,

La razén es que la eleccién de (*) da lugar a la suma “simplificada” (**). Si no nos hubiéra-
mos dado cuenta de este hecho, el problema hubiera sido muy dificil de resolver. Veremos esta
idea otra vez en el ejemplo 6.
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Ejemplo 6
ﬁxz dx = % (figura 5.1.12)

Ver el ejemplo 2. Esta vez tomamos P = {xy, xi, ... , X,,} como una particién arbitraria de [1, 3].
En cada subintervalo [x; _;, x;] la funcién creciente f{x) = x? tiene un maximo M; = x? y un mi-

nimo m; = x?_, . De ello se deduce que

UP) = x}Ax, + -~ + x2Ax,

y
lj(P) = x%Axl e +x3_len.

Para cada indice i, (compruébese esto)

2 a2
Xi_y S3(ef_ | +x;_x; +x3) Sx?

(Como veremos mds adelante en este capitulo,
| .
;x| +x;_x;+ x?) es el valor medio de x2

en [x;_,x;].)
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Multiplicamos ahora esta desigualdad por Ax; = x; — x; _ ;. El término central se
reduce a

| |
S(xiz—l +X;_ X+ xP)(x—x;_ ) = §(xi3—xi3_1)’

lo cual nos muestra que
2 Tt 2
Xi_18%; S 3(xf —x7_ ) Sx;Ax;.

La suma de los términos de la izquierda es L(P). La suma de los términos del centro se re-
duce a %" :
26
3G —xg+x3—xi+ - +x}-x3_ ) = 32 -x3) =333-13) = 3.
LLa suma de los términos de la derecha es Uf('P). Estd claro entonces que

L(P) <3 < U(P).

Dado que P se eligi6 arbitrariamente, podemos concluir que esta desigualdad es vélida para
cualquier particion P de [1, 3]. De ahi que

ﬁxzdx= 2?6.
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Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b]. De acuerdo con nuestro estudio de la
integracion, la integral definida

I: Ax) dx

es el unico nimero que satisface la desigualdad

LAP) < [} fx) dx < UgP)

para cualquier particion P de [a, b]. Este método de obtencion de la integral definida aproxi-
méndola, cada vez mas, por arriba y por debajo con las sumas superiores e inferiores, es cono-
cido como método de Darboux.t

* En honor del matematico francés J. G. Darboux (1842-1917).
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Jean-Gaston Darboux (1842 — 1917) ~ 75 afos
Matematico franceés, doctorado en 1866 a los 24 afos con
la tesis doctoral: Sobre las Superficies Ortogonales.
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Sumas de Riemann

Existe otra manera de obtener la integral que se usa con frecuencia. Consideremos una par-
ticion P = {xy, x,, ... , x,,; de [a, b]. Entonces P divide [a, b] en n subintervalos

[x()9xl]v [x]ax2]9 sy [xn— I’xn]
de longitudes
DXy DXy vos 3 INXss

EllJamos ahora un punto x; de [xy,x;] y formemos el producto fx, DAXx,; elijamos un punto
x2 de [x;, x,] y formemos el producto j(xz)sz, continuemos de esta manera hasta formar

los productos
Fex TRy, foes VAR5, <o DAL
[a suma de estos productos
S*(P) = fix|)Ax, +fix;)Ax, + -+ + fix,)Ax,

se denomina una suma de Riemann'. Como ejercicio, comprobar que si P es cualquier parti-
cién del intervalo [a, b] y S*(P) es cualquier suma de Riemann correspondiente, entonces

LAP) < S*(P) < ULP).

" En honor del matemitico aleman G. F. B. Riemann (1826-1866).
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Georg-Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) ~ 40 afnos
Matematico aleman, doctorado en 1851 alos 25 afios con
la tesis doctoral: Fundamentos para una Teoria General
de las Funciones de Variable Compleja.

Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Célculo Integral :: C5/S1

31



Ejemplo 7 Sea f(x) = x2 x € [1,3]. Tomemos una particién P = {1,3,2,3} y sean

x; =3, x; =1 yx; = 3. Verfigura 5.1.13. Entonces Ax; = Ax, =5y Ax; = 1. Luego

S'P)=f) O+ O+ 1=2-D+¥-+Z-1 = 1 = §,5625.
Como vimos en el ejemplo 2,

UP) = 1-(G)+4-(3)+9-1 = § = 12,125,

L(P) = 1-()+3-(D+4-1 =% = 5625

A partir del ejemplo 6, el valor exacto es:

[ixrax = 300} = §-} = ¥=8,667.

:
3

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 32
Calculo Integral :: C5/S1



La integral definida puede verse como el limite de tales sumas de Riemann en el sentido si-
guiente: para cualquier particién P de [a, b], definimos [|P|, la norma de P, de la siguiente manera:

1Pl = maxAx,, @ L2, .5,
Dado un € > 0 existe un ¢ > 0, tal que
|P| <& entonces lS (P) = J:f(x) dxl <€,

. . * . .
independientemente de la forma en que los x; hayan sido escogidos en [x; _, x;].
Con simbolos, esto se escribe

Sy i1 K s v
(5.1.8) i Ff(x)dx“ uﬂ ]ﬂ

D § © 7 8 S BT URR R -

i, MRLEST Aty Y .I,
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En el apéndice B.5 se da una demostracion de este resultado. La figura 5.1.14 ilustra la idea.
Aqui el intervalo de partida se ha subdividido en 8 subintervalos. El punto x; se ha elegido en
[x0, X1], x; en [x;, x,] y asi sucesivamente. Mientras que la integral representa el drea por de-
bajo de la gréfica, la suma de Riemann representa la suma de las dreas de los rectangulos som-
breados. La diferencia entre estas dos magnitudes se puede hacer tan pequeiia como queramos
(menor que €) simplemente haciendo la longitud maxima de las bases de los subintervalos de
la base suficientemente pequefia —esto es, haciendo ||P|| suficientemente pequeiia.

FIGURA 5.1.14
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Ahora ya hemos visto dos aproximaciones a la integral definida de una funcién continua: a tra-
vés de sumas superiores e inferiores, y a través de sumas de Riemann. Dado que

LAP) < S*(P) < U(P)

para cualquier particién P, se deduce que la integral definida de f existe en el sentido de sumas
superiores e inferiores sii existe en el sentido de sumas de Riemann.

En los ejercicios demostramos que también existen las integrales definidas de ciertas fun-
ciones discontinuas. Ver los ejercicios 41 y 42. En general, una funcion f definida en el inter-
valo [a, b] es integrable en [a, b] si su integral definida

J: fix) dx

existe tanto en el sentido de sumas superiores e inferiores como en el de sumas de Riemann. De-
terminar si una funcién dada es integrable es generalmente un problema muy dificil. Sin em-
bargo, ademads de las funciones continuas, una funcién f es integrable en un intervalo [a, b] si:

1. fescreciente en [a, b] o fes decreciente en [a, b].
2. festd acotada en [a, b] y tiene como mucho un nimero finito de discontinuidades.
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Ejercicios sugeridos, Seccion 5.1

Practicos: 6, 10, 15, 17, 32, 42

Tedricos: 19, 22, 29, 35, 38, 43
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