Integracion 5

Seccion 5.2

La funcion F(X)=jxf(t)dt
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52 LA FUNCION F(x) = J’;ﬂt) dt

El célculo de una integral definida

j” fx) dx

directamente a partir de la definicién, como el unico nimero / que verifica la desigualdad
lf(P) <I< ({r(P) para toda particion P de [a, b] suele resultar un proceso laborioso y dificil.

Inténtese, por ejemplo, calcular

Js(x3+x5"2— =% )dx 0 jm et

2 ] —x2 -1/2 ] = x2

por ese método.

El teorema 5.3.2, conocido como el teorema fundamental del cdlculo integral,
nos proporciona otro procedimiento para calcular tales integrales. Dicho procedimiento es
consecuencia de una relacion entre integracion y diferenciacién descrita en el teorema 5.2.5.
El objeto de esta seccion es el de demostrar el teorema 5.2.5. En dicho empefio, recopilaremos
alguna informacién que tiene interés por si misma.
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TEOREMA 5.2.1

Sea f continua en [a, b] y sean Py Q dos particiones del intervalo [a, b]. Si P € Q, se veri-
fica que

L(P) S L{Q) v U(Q) < Y(P).

Este resultado puede justificarse como sigue: afiadiendo puntos a una particion, los subinter-
valos [x; _,, x;] tienden a ser cada vez més pequeiios. Esto hace que los minimos m; tiendan a
ser cada vez mayores y los maximos M; tiendan a ser cada vez menores. Luego las sumas infe-
riores se hacen cada vez mayores mientras que las sumas superiores se hacen cada vez meno-
res. Esta idea se ilustra (para una funcién positiva) en las figuras 5.2.1 y 5.2.2.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 3
Céalculo Integral :: C5/S2




Si P es subconjunto de Q, entonces L(f, P ) <L(f, Q)

cuando se afaden puntos a la particion, las sumas inferiores tienden a crecer

FIGURA 5.2.1
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Si P es subconjunto de Q, entonces U(f, Q) <U(f, P)

cuando se afaden puntos a la particion, las sumas superiores tienden a disminuir

FIGURA 5.2.2
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El proximo teorema nos dice que la integral, como funcion del intervalo, es aditiva.

TEOREMA 5.2.2

Si fes continua en [a, b] y a < ¢ < b, entonces se verifica que

I;ﬂt) dt+jfﬂt) d = jfj(t) (dt).

Para yna funcién no negativa, este teorema se interpreta facilmente en términos de éreas. El
drea dé la parte I en la figura 5.2.3 viene dada por

J: A1) dt vy el de la parte II por 'E’ﬂt) dt ;

mientras que el area de la regi6én completa viene dada por j: A) dt.

El teorema nos dice que .

area de la parte I + 4rea de la parte II = c’\rea de la region completa.

El hecho de que el teorema de ad1t1v1dad sea susceptible de interpretaciones tan faciles de
entender no nos exime de la necesidad de demostrarlo. He aqui una demostracion.
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Aditividad de la integral definida: A(€2) = A(l) + A(ll)

a

FIGURA 5.2.3
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Demostracion del teorema 5.2.2 Para demostrar el teorema basta que demostremos que
para toda particion P de [a, b] se verifica

L(P) < J';" ) dt + _[f Aty dt < Uy(P). (;Por qué?)
Consideremos una particién arbitraria de [a, b]:
P={xg, X1 ... s X}
Dado que la particién Q = P U {c} contiene P, el teorema 5.2.1 nos permite afirmar que
(1) LIPSLWQ y UW©Q < UP).

Los conjuntos

Ql = Qn[as C]  J Q2 = Qﬁ[c, b]
son particiones de [a, c] y [c, b], respectivamente. Ademas

LOD+LLOY) = L(Q) v  UQ)+ U@ = U(Q).
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Dado que
LOD<[fD dt<UQ) vy LLQyS [2rw de< U0y,

tendremos que

LAQ) + LAQ,) < [of0) di + [ di < U(Qy) + U(Qy).

Se deduce que

L(Q) < [ofe) di+ [ fir) di < Uy(Q)
y, dado (1), que

L(P) sj:f(t) dt+jff(t) dt < U«(P).
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Hasta ahora s6lo hemos integrado de izquierda a derecha: desde un nimero a hasta un na-
mero b mayor que a. También se integra en sentido opuesto definiendo

(5.2.3) j f) dt j j(t) d

Ademds, la integral desde cualquier niimero hasta €l mismo se define como 0:

Con estos convenios suplementarios, la condicién de aditividad

J':f(t) dt + L” Re) dt = J:f(t) dt

se cumple para cualquier eleccion de a, b, ¢ en un intervalo en el cual f sea continua, independien-
temente de su orden. La demostracion de este resultado se ha dejado para uno de los ejercicios.
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Nos encontramos ahora en condiciones de establecer la relacion bésica existente entre inte-
gracién y diferenciacién. Nuestro primer paso consiste en poner de relieve el hecho de que, si
fes continua en [a, b], entonces para cada x en [a, b], la integral

J: OX

es un ndmero y, en consecuencia, podemos definir una funcién F en [a, b] haciendo

F(x) = o) dr.

'TEOREMA.5,25 | el e
Sl f es contmua en [a b] la funcrén F deﬁmda en [a b]: héélendo
i s F(x) Jaﬂt) dt

es contmua en [a b] d1feren01able en (a, b) , Yt tlene com de;g

,( c. ; ”

’51 ‘a -L

: F(x) = f (x) para todo x en (g b)(; 5 3 '_ '
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Demostracion Comenzamos considerando x en el intervalo semiabierto [a, b) y demostra-

mos que
. Fx+h) — F(x)
hh—tr:)‘ ? K

(Ver la figura 5.2.4 para una representacién gréafica de la demostracién en el caso de una fun-
cién no negativa.)

A
h

X+ h

F(x + h) = area desde a hasta x + h y F(x) = area desde a hasta x
Por tanto, F(x + h) — F(x) = area desde x hasta x + h = f(x) h si h es pequena, y

F(x+ h)-F(x) - f();l)h = £,

FIGURA 5.2.4
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Six<x+h<b,entonces F(x+h)-F(x) = .:”'f(t) dt—j(ff(t) dt.

>

Se deduce que (1) Fix+h) -FXx) = : ¥ hf(t) dt. (justificar este paso)

FIGURA 5.2.5

Hagamos ahora M, = valor m4ximo de fen [x, x + k]

y my = valor minimo de fen [x, x + A].
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Dado que M,[(x+ h)—-x] = M, - h es una suma superior para fen [x, x + k]

yque my[(x+h)—x] = m,-h esunasuma inferior para fen [x, x + h],

tendremos que m,, - h SJ?”'](t) dt<M, - h.

Ahora bien, utilizando (1) y el hecho de que A > 0, se deduce que

-

m, < F(x + hz - F(x)

<M, .

Puesto que fes continuaen [x,x+ k], lim m;, = fix) = lim M,
h—0" h—0"

y, por consiguiente,
F(x+ h)— F(x)

h—0"

por el teorema de la funcién intermedia, teorema 2.5.1.
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De manera andloga se puede demostrar que, para x en el intervalo semiabierto (a, b], se
verifica
F(x+ h) - F(x)

h—0

Para x en el intervalo abierto (a, b), se verifican (2) y (3) a la vez, por lo que tenemos

F(x + h) — F(x)
> =1 — A
F'(x) lim 3 Six)

Esto demuestra que F es diferenciable en (a, b) y que su derivada es F'(x) =f(x).
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Sélo queda por demostrar que F es continua por la derecha en a y continua por la izquierda
en b. Aplicando la relacién (2) a x = a obtenemos .

. Kla+h)-Fa)
hlur:) ) h = fla).

Ahora, para h >0,

Fla 4+ —Fta) = 2220 5 o

h
y de ello se deduce que
likis [Fa +8)~Fla)] = lim (F(" i md il h) = Rl T, =0,
h—>0' h—0" h h—0"
Por tanto

lim F(a +h) = F(a).
h—0'

Esto demuestra que F' es continua por la derecha en a. La continuidad por la izquierda en b
puede demostrarse aplicando (3) en x = b.
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Ejemplo 1 Si F esta definida por

F(x) = j{l (2t+12) dt  para—-1<x<5,

entonces
F'(x) = 2x + x? en (-1, 5).

Ejemplo 2 Si F estd definida por

F(x) = J.; sen 7t dt,
determinar F’(3/4).

Solucion Por el teorema 5.2.5,
F’(x) = sen 7x.

Por tanto, F’(3/4) = sen (3m/4) = ﬁ/2.
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Ejemplo 3 Sea F una funcién definida por

|
1 +¢

F(x) = ﬁ;

5 dt donde x es cualquier numero real.

(a) Hallar los nimeros criticos de F'y determinar los intervalos en los que F es creciente y en
los que es decreciente.

(b) Determinar la concavidad de la grafica de F' y hallar los puntos de inflexién (si existen).

(c) Bosquejar la gréfica de F.
Solucion

(a) Para hallar donde F es creciente o decreciente necesitamos examinar la derivada primera.
Por el teorema 5.2.5,

1

F'(x) = .
) 1 + x2

Dado que F’(x) >0 para todo x, F es creciente en (—oo, «); no existen nimeros criticos.
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(b) Para determinar la concavidad de la grafica y hallar los puntos de inflexién utilizamos la
derivada segunda:

-2 X
F'(x) = ———.
(1 +x2)2
El signo de F” y el comportamiento de F son:
signo de F": ++++++0———————
—9 -
comportamiento  céncava 0 concava %
de la gréfica: hacia T hacia
arriba punto abajo
de
inflexién

(c) Dado que F(0)=0y F’(0) = 1, la gréfica pasa por el origen con pendiente 1. En la figura
5.2.6 se muestra un bosquejo de la grafica. Aunque ahora no puede percibirse, en el capi-
tulo 7 veremos que y = m/2 e y = —n/2 son asintotas horizontales de la grafica.
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Ejercicios sugeridos, Seccion 5.2

Practicos: 6, 8, 11, 17, 21, 26, 28

Tedricos: 16, 29, 32, 33, 34
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