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5.3 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

DEFINICION 5.3.1 ANTIDERIVADA
Sea f una funcién continua en [a, b]. Una funcién G serd llamada antiderivada de fen [a,b] sii

G es continuaen [a,b] y G'(x)=f(x) paratodo x € (a, b).

El teorema 5.2.5 establece que, si fes continua en [a, b], entonces

F(x) = j fr) dt

es una antiderivada de f en [a, b]. Esto nos proporciona un método para construir antideriva-
das, puesto que nos dice que podemos construir una antiderivada de f integrando f.

El llamado “teorema fundamental” sigue el camino inverso. Nos proporciona un método,
no para hallar antiderivadas, sino para calcular integrales. Nos dice que podemos calcular

ﬁ/(t) dt

hallando una antiderivada de f.
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TEOREMA 5.3.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

Sea f continua en [a, b]. Si G es una antiderivada de fen [a, b], se verifica que

j Re) dt = G(b) - G(a).

Demostracion Por el teorema 5.2.5 sabemos que la funcién

Flx) = J.:ﬂt) dt

es una antiderivada de fen [a, b]. Si G también es una antiderivada de f en [a, b], ambas fun-
ciones F' y G son continuas en [a, b] y verifican F(x) = G’(x) para todo x en (a, b). Por el
teorema 4.2.4 sabemos que existe una constante C tal que

F(x) = G(x) + C paratodo xen [a, b]
Dado que F(a) =0,
Ga)+C =0 luego C = - G(a)

De ahi que F(x) = G(x) - G(a) paratodo x en [a, b]

En particular,
' [f de = Fb) = G®) - Gl@)
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Calcularemos ahora algunas integrales aplicando el teorema fundamental. En cada uno de
los casos recurriremos a la mas simple de las antiderivadas que se nos ocurran.

Ejemplo 1 Calcular J? x* dx.

Solucién Como antiderivada de f{x) = x* podemos utilizar la funcién

Gx) = %x3. (compruébese) Aplicando el teorema fundamental,

J2 x2ax = G)-G(1) = 4P -11)® = 91 = 21,

1
3

NOTA: Cualquier otra antiderivada de fix) = x? tiene la forma H(x) = ;x3+ C para
alguna constante C. Si hubiésemos elegido un tal H en lugar de G, entonces

[} x%dx = H@)-H1) = [@°+C)-[31)°+C] = $+C-}-C = 215

|

la C “se puede tachar”.
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Ejemplo 2 Calcular

p
Jg sen x dx.

Soluciéon Aqui podemos utilizar la antiderivada G()é) = —COS X:

J'(z)r/Z senx dx = G(7L’/2)—G(O) = —COS (775/2)—[—008 (0)] s 0_(_1) = 1.

b
Las expresiones de la forma G(b) — G(a) se suelen escribir como sigue: [G(x)]a.

4

Con esta notacién, J.f x dx = [%x{l = 34 -3(2)° = 21 y
I

j{f’z sen x dx = [—-cosx]g/2 = —cos (w/2) = [—-cos (0)] = 1.
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El paso esencial en la aplicacién del teorema fundamental es la determinacién de una anti-
derivada G para el integrando f. Por tanto, necesitamos tener un suministro de antiderivadas de
funciones. De nuestro estudio de la diferenciacion, sabemos que

d r r—1 : d :
—(x") = rx" 1, r cualquier numero racional.

dx

De esta férmula se deduce inmediatamente que

G ==,  (r#-1)
es una antiderivada de f{x) = x". Andlogamente, la férmula de diferenciacion
-fi-(sen X) = CO8 X
dx -

sugiere que G(x) = sen x es una antiderivada de f{x) = cos x.
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En general, cada férmula de

diferenciacién proporciona una férmula de antidiferenciacién inmediata. En la tabla 5.3.3 se
listan algunas antiderivadas que utilizaremos en esta seccion.

£ s "TABLA 5 33
Funcién Antiderivada
Jf xr+1 .
(r un ndmero racional, r # —1)
r+1
sen x —COS X
COS X sen x
sec’x tan x
sec x tan x sec x
cosec’x —cot x
cosec x cot x —COSec X

2010

Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Céalculo Integral :: C5/S3




Se puede comprobar que la derivada de cada funci6n en la columna de la derecha es la corres-
pondiente funcién en la columna izquierda.
Los siguientes ejemplos utilizan las funciones de la tabla 5.3.3.

2

dx _ «-3 _ 1 2__ 1 Iyn _ 3
£« o (5 - [ -0

1
ﬁ)t5/3 dt = [283], = 3(1)83-2(0)83 = 2.

—~ /4

n/2
[—cosec x] 6 = —cosec

/4 -7
Jm sec2x dx = [tanx ]”’,3,4 = tan3 —tan7; = ﬁ—(—l) = ﬁ+1.
r_
2

o
< cosec x cot x dx
/6
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Ejemplo 3 Calcular
j(; (2x — 6x% + 5) dx.

Solucién  Como antiderivada podemos utilizar G(x) = x* — ¢x° + 5x:

: 1
Jox—6xt45)dx = [x2-fxS+5x] = 1-f+5 =2
0

Ejemplo 4 Calcular j_‘l (x=1)(x +2) dx.
Solucion Primero llevamos a cabo la multiplicacién indicada

(x=1)x+2) = x2+x-2.

Como antiderivada podemos utilizar G (x) = ! x* + ! x* - 2x:
3

' 1
J_ll(x—l)(x+2)dx=[§x3+§x2—2xJ _ _lo
]
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Consideraremos ahora algunos ejemplos algo mas complicados. En cada caso el paso
esencial radica en la determinaciéon de una antiderivada. Compruébese cada paso de estos

calculos con detalle.
2

2 x4+ 1
12 x2 dx = J.lz (x2+x‘2) dx = [%XB—X_]]I =

[ =

5

L Nr—Tde= [} (x-1024x = [§(x—1)3/2] =1
* 1
1

.(; (4 - Jxfdx = J(; (16 -8./x +x) dx = [16x—%6x3/2+%x2]0

o

67

I
(=2}

- d
12 - (t+t2)2 - an —(E+2)% dt = [(“2)_1]? =-m
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La linealidad de la integral

Los ejemplos anteriores sugieren algunas propiedades simples de la integral que son de uso
frecuente en el cdlculo. En lo que sigue, 'y g son funciones continuas, mientras que &y 3 son

constantes.

I. Las constantes se pueden sacar fuera del signo integral:

(5.3.4) j Poftx) dx = o j ’fix) dx.

Por ejemplo,

4
e = 3t = 5] = M@ -0 = 38-1) =

¥ 2
3/4 2C08x dx = 2“‘(’;/4 cos x dx = 2[sen x]g/4 = 2[sen j—:—sen (O):| = 2{— = /2.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 11
Céalculo Integral :: C5/S3



Observacion Debemos destacar que s6lo las constantes pueden sacarse fuera de la integral:
ilas expresiones que contienen una variable no! Por ejemplo,

n 1
L’; xcosx dx#x Ig cos x dx.

Se puede comprobar que una antiderivada de A(x) = x cos x es H(x) = xsenx+cosx, y
por tanto

2 n/2
Jg xcosxdx = [xsenx+cosx], = 3F-1.

Por otro lado, .

n/2 n/2
X IO cosx dx = x[senx], = x
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Il. La integral de una suma es la suma de las integrales:

525 000 + 8091 di = [0 di s [Pote) .

Por ejemplo,

J?[(x— 1)2 +(x+12)2] dx = ﬁ(x— l)zdx+J‘|2(xff62)2

2
- [g(x— 1)3]l +-+ 2]

2
12

I

4

H)—
W -
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I1l. La integral de una combinacién lineal es la combinacion lineal de las integrales:

(5.3.6) [lofix) + Be)] dx = af fix) dx + B Jg(x) dx.

Por ejemplo

ﬂ)(2x—6x4+5)dx — 2J.(l)x dx—6j(l)x4 dx+J‘(l)5 dx

x? ] x3 : 1 6 24
2[5]0—6[ﬂ0+[5x]0 =1-8+5=2

como vimos en el ejemplo 3.
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Las propiedades I y II son casos particulares de la propiedad III. Para demostrar III, sea F
una antiderivada de f'y sea G una antiderivada de g. Entonces, dado que

[aF(x) + BG(x)]” = aF’'(x) + BG'(x) = oflx) + Bg(x),

se deduce que aF + G es una antiderivada deaf + Sg. Por tanto,

[21afx) + Bgtoldr = [aF () + BG)1E
= [aF(b) + BG(B)] - [aF(a) + BG(a)]
= a[F(b) - F(@)] - BIG(b) - G(a)]

= aj:ﬂx) dx +ﬁj:g(x) dx.
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Ejemplo 5 Calcular

ng sec x [2 tan x — 5 sec x] dx.

Solucion

J:]rm sec x [2tan x — 5 sec x] dx = Igm [2 sec x tan x — 5 sec? x] dx

= 2.[3"4 sec x tan x dx — SJ:;M sec?x dx

= 2[sec x]F* - 5[tan x]F*

= 2([5@*0 j—:— sec (0)] — S[tan i—r— tan (O)D

2[J2-1]1-5[1-0] = 2.2-17.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 16
Céalculo Integral :: C5/S3



2010

Ejercicios sugeridos, Seccion 5.3

Practicos: 6, 9,11,17
33, 42, 50, 58

Tedricos: 59, 60, 61, 62

Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Céalculo Integral :: C5/S3

17



