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5.4 ALGUNOS PROBLEMAS DE AREA

En la seccién 5.1 hemos visto que si fes no negativa y continua en [a, b], la integral de f entre
ay b da el area de la region debajo de la gréfica de f, esto es, el drea de la regién limitada por
la gréfica de f'y el eje x entre las rectas x = a y x = b. Para la regién Q de la figura 5.4.1 se ve-
rifica que

(5.4.1) area 'def;Q = 'ﬁf(x) dx.

FIGURA 5.4.1
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Ejemplo 1 Hallar el drea debajo de la grafica de la funcién raiz cuadradaentre x=0y x = 1.

Solucion La grifica estd representada en la figura 5.4.2. El 4rea en cuestién es 2

1
s o= [ -3
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Ejemplo 2 Hallar el 4drea de la regién comprendida entre la curvay = 4 — x y el eje de las x.

Solucién La curvacortael eje xen x=—-2y x = 2. Véase la figura 5.4.3.
El 4drea de la regi6n es 3 :

2
I_22(4—x2) de = [4x—§x3] = 2
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NOTA: Esta regién es simétrica respecto al eje y. Por tanto, el 4rea de la region es igual a
2 j; (4 —x?) dx, y esta integral es algo més facil de calcular:

2fpa-xt ds = 2[ax- ] =28-9 =29 = %

En la seccién 5.7 diremos algo mds sobre la simetria en la integracién.
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Calcularemos ahora el drea de algunas regiones algo mas complicadas, como la region €2
representada en la figura 5.4.4. Para evitar excesivas repeticiones dejaremos claro desde ahora
que en toda esta seccidn, los simbolos f, g, h representan funciones continuas.

Obsérvese la region 2 que se muestra en la figura 5.4 4. La frontera superior de €2 es la gra-
fica de una funcion no negativa fy su frontera inferior es la grifica de otra funcién no negativa
g. Podemos obtener el area de €2 calculando el drea de 2, y restdndole el drea de €2,.

area de Q = drea de Q| — drea de Q,

FIGURA 5.4.4
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Dado que drea de Q; = j: fix)dx 'y éreade Q,= Iabg(x) dx,
tenemos que
b b
dreade Q = -Lj(x) dx — Lg(x) dx.

Podemos combinar las dos integrales de la siguiente forma por (5.3.6):

(5.4.2) area deIQ =. I&b[f(x) i g(x)] dx.
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Hemos establecido la férmula 5.4.2 suponiendo que tanto f como g son no negativas, pero
esta hipotesis resulta innecesaria. La formula es valida para cualquier region Q que tenga

una frontera superior de la forma y = f (x), x € [a, b]

una frontera inferior de la forma y = g(x), x € [a, b].

Para verlo, tomemos €2 como en la figura 5.4.6. Evidentemente, 2 es congruente con la region
designada por " en la figura 5.4.7, que es Q trasladada C unidades hacia arriba.

FIGURA 5.4.7 FIGURA 5.4.7
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Dado que Q' queda por encima del eje x, su drea viene dada por la integral
[l + Cl= () + €1} dx = [ () - g(x)] dx.
Dado que el drea de € es igual al drea de Q’,
drea de Q = J'ab [Ax) — g(x)] dx,

como habiamos anunciado.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Céalculo Integral :: C5/S4



Ejemplo 3 Hallar el drea de la regi6n limitada por arriba por y = x + 2 y por debajo por y = x2.
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Solucion En la figura 5.4.5 se muestra la region limitada por las gréficas de las dos ecuacio-
nes. El primer paso serd hallar los puntos de interseccion de las dos curvas:

x+2=x2 sii x2-x-2=0
sii (x+1)x-2) =0

y por tanto x = —1, 2. Las curvas se cortan en (-1, 1) y (2, 4).
El drea de la region es

j_zl[(x+2)—x2] dx = [%x2+2x—%x3]:

= (2+4—§)—(%—2+§)

9

2.
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Ejemplo 4  Hallar el 4rea de la regi6n representada en la figura 5.4.8.
Solucién

_ [5m/4 B smia
areade Q = Lr/4 [sen x — cos x] dx = [-cos x — sen x]m = 2.2.
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Ejemplo 5 Hallar el 4rea comprendida entre las curvas
y=4x e y=x

desde x = — 2 hasta x = 2. Véase la figura 5.4.9.

Solucién Obsérvese que y = x° es la frontera superior

desde x = — 2 hasta x = 0, pero que es
la frontera inferior entre x = 0 y x = 2. De ahi que

drea = [° (¥ - 4xldx + [} [4x-x°] dx

2
+ [sz - %x“]

1.4 2o
=|:;x—2x] .

x
=[0-(-4)]+[4-0] = 8.
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Ejemplo 6 Representar el drea de la regién Q = Q, U Q, de la figura 5.4.10 mediante inte-
grales.

FIGURA 5.4.10
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Soluciéon Desde x = a hasta x = b, la curva y = f(x) esta por encima del eje x. Luego
b
dreade Q, = Lj(x) dx.

Desde x = b hasta x = ¢, la curva y = f(x) estd por debajo del eje x. La frontera superior de €,
es la curva y = 0 (el eje x) y la frontera inferior es la curva y = f{x). Luego

freade Q= [;[0-fx)] dx = [{-Ax) dx.
El drea de 2 es la suma de estas dos dreas:

freade Q= ['fix) dx — [;fx) dx.
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Area orientada

La solucién del ejemplo 6 sugiere una interpretacién geométrica general de la integral definida
de una funcién continua f. Por ejemplo, si f es como se indica en la figura 5.4.10, entonces
fJ(x) dx es un nimero Pero, ;qué representa este nimero en términos del drea?

Dado que jz_f(x) dx = J‘!;f(x) dx — J;f(x) dx = areade 2, —areade Q,,

se deduce que |° Sx) dx es el drea de la region por encima del eje x menos el drea de la regién
por debajo del eje x. Este resultado es, en general, verdadero: si f cambia de signo en el inter-
valo [a, b], entonces I Jx) dx puede interpretarse como la diferencia de dos éreas: el 4rea to-
tal de las regiones que estan por encima del eje x menos el drea total de las regiones que estdn

por debajo del eje x.
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Consideremos la funcién f que se muestra en la figura 5.4.11:

[if0) dx = [2fiw) dx+ [2fx) dx+ [Gf) dx + [2fix) dx

= area de Q, — area de Q, + area de Q; — dreade Q,

[area de Q, + area de £2,] — [area de 2, + area de Q,].

FIGURA 5.4.11

7’ . ’ . b .
A veces a este valor se le llama drea orientada o drea con signo; aﬂx) dx puede ser inter-

pretado geométricamente como el 4rea orientada de la regi6n limitada por la gréfica de fy el
ejexentrex=ayx=>b.
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Ejemplo 7 Calcular
ﬁl (x2-2x) dx

e interpretar el resultado en términos de 4reas. Ademéé, determinar el drea de la regién limi-
tada por la grificade fix) = x2-2x yelejexentrex=-1yx=3. ‘
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Solucion  En la figura 5.4.12 se muestra la grifica de flx) = x2-2x. Luego
[ G2-2x) dx = [3x3 -x2)3,
= 3)-(3)-[-1)*- (-1 = &

Por tanto, 'E] (x*-2x) dx = 4reade Q, + 4rea de Q; —é4reade Q, = %,

El drea A de la regi6n limitada por la gréfica de fy el eje x desde x = —1 a x = 3 viene dada por

A = areade Q; + area de Q, + area de Q,

= [0, (2-2x) dx+ 3 (2x-x2) dx + [ (x2 - 2x) dx

— Il 0
= [ -x210, + [x2- 33 R+ [3x3-x213 = {+8+i = 4.

[T -
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Ejemplo 8 Usar integrales para representar el 4rea de la regién sombreada de la figura 5.4.13.

y
FIGURA 5.4.13

SUA

y=f(x)

“ N

Area = [I[fx) - ()] dx + [;[g(x) - fix)] d

+ f [Ax) — g(x)] dx +E [A(x) — g(x)] dx.

Solucion

Observacion Los ejemplos de esta seccién también muestran la importancia de disponer de
una buena figura que ilustre el problema que se esté tratando. Un dibujo apropiado es muchas
veces la clave para resolver un problema.
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