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5.6 CAMBIO DE VARIABLE

Para diferenciar una aplicacién compuesta, aplicamos la regla de la cadena. Al tratar de calcu-
lar una integral indefinida, a menudo tenemos que aplicar la regla de la cadena en sentido in-
verso. Habitualmente, este proceso se ve facilitado haciendo un “cambio de variable”.

Una integral de la forma J flg(x))g’(x) dx| se puede escribir jf(u) du| haciendo
u =gkx), du=g®x) dx. T

Si F es una antiderivada de f, se verifica que

[Fgx)]" = F'(g(x))g’(x) = fgx)g’(x)
por la regla de la cadena _J L F=f

y, por tanto, [Alg(x))g(x) dx = [[Fee)” dx = Fg(x) +C.

Podemos obtener el mismo resultado calculando j Au) du y,luego,

sustituyendo de nuevo u por g(x): J Au) du = 'F (u) + C = F(g(x)) + C.

t Considerar du = g’ (x) dx como una “diferencial formal”, escribiendo dx en lugar de h. Véase la seccién 3.9.
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Ejemplo 1 Calcular
j (x2 = 1)% 2x dx

y comprobar el resultado por diferenciacion.

Solucion Sea

u =x2-1, luego du = 2x dx.

Entonces
j(x2-1)4 2x dx = ju4 du = S+ C = (x2-1)5+C.
Comprobacién
i[l(xZ- 1)+ C] = 3(x2- 1)4i(x2— 1) ¥ (x2-1)42x.
ax ? dx
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Ejemplo 2 Calcular
J-Bx2 cos (x3 +2) dx

y luego comprobar el resultado por diferenciacién.

Solucion Hacemos

u = x>+ 2, demaneraque du = 3x? dx.

Luego
I3x2 cos (x3+2)dx = Icosu du = senu+C = sen (x3+2)+C.
Comprobacién
d 3,979 (03 ¥ 2.2 3
—[sen (x34+2)+C] = cos (x3+2)—(x>+2) £ 3x? cos (x> +2).
dx dx
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Ejemplo 3 Calcular

Jsen X COs x dx.

y luego comprobar el resultado por diferenciacién.

Soluciéon Hacemos

$ = Sen X, du = cos x dx.
Luego
jsenx cos x dx. = Iu du = %u2+C = % sen?x + C.
Comprobacién
—[% sen?x + C] = %(2) sen x i[sen x] ¥ sen x cos x .
dx dx
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Solucién alternativa Dado que sen x cos x = ; sen 2x,

jsen x cos x dx. = %J'sen 2x dx.

Hacer
= 2x. du = 2 dx o bien dx = %du.
Luego
IJ _ 1 1 e = 3
s|sen2x dx = 5Jsen u(3du) = ;Isen udu = —-zcosu+C
= —;cos2x+C

Dejamos que el lector compruebe este resultado y lo concilie con el de la primera solucion.

—1ED52_T+C: —l(l—ZSin1 _r)+C:lsinE:r+ C‘—l: l51'112 x+K
4 2 4 2
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Ejemplo 4 Calcular J( 3 +d)5cx) >y comprobar el resultado por diferenciacién.

Solucion  Sea
u = 3+5x, luego du =5 dx.

Entonces dx _ %_d_u _ 1 du y
(3 + 5x)2 uz 5 u?
J(3+d§x)z - Z_lz‘ = ’%“LCT - "5(341-5x)+c'
Comprobacion %c [_ %lTx) i C] = (_ZLC [~ 1@ £50 1
= (- 3) D@3 + 5x)7%(5) - 3 +15x)2'

T Se puede escribir

1 cdu Ir 1 C 1 C pero, dado que C es arbitrario, C/5 también lo es
502 T 3[‘& ] T Sy % 5’y podemos seguir escribiendo C en su lugar.
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En los siguientes problemas dejamos la comprobacién al lector

Ejemplo 5 Calcular  [x2./4 +x3 dx.

Soluciéon Sea u = 4+x3, du = 3x2 dx. Entonces

x?N4+x3dx = (4+4x3)2 x2dx = jul2du vy
ul2 %du

szm dx = %Ju”’- du

2 2
sut2+ C = 5(4+x3)32 + C.
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Como se sugiere en los ejemplos anteriores, el paso clave en el cambio de variable consiste
en hallar una sustitucién u = g(x) tal que la expresién du = g’(x) dx aparezca en la integral ori-
ginal (eventualmente multiplicada por una constante) y que la nueva integral

If(u) du

sea mas facil de calcular que la integral original. En la mayor parte de los casos, el integrando
original sugerird una buena eleccién de u. La siguiente tabla es andloga a la tabla 5.5.1. Se
basa en la regla de la cadena e indica la transformacién de la integral original en la forma

_[f(u) du de55.1.
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TABLA 5.6.1

u = g(x)

Integral original du = g'(x) dx Nueva integral
J'[g(x)]’g’(x) dx = :u’ du = g-;- +C= L‘E‘%ﬂ +C (r#-1)
"sen [g(x)] g'(x) dx — "sen udu = —cosu+C = —cos [gx)]+C
_'cos [g(x)] g’(x) dx - .'cos udu = senu+C = sen [g(x)]+C
.'secz[g(x)] g'(x) dx - "seczu du = tan u+ C = tan [g(x)]+ C
"sec [g(x)] tan [g(x)] g'(x) dx — _'sec utanu du = sec u+ C = sec [g(x)]+C
"cosecz[g(x)] g’(x) dx —3 "coseczu du = —cotu+ C = —cot [g(x)]+ C

jcosec [g(x)] cot [g(x)] g'(x) dx — _[cosec u cot u du = —cosec u+ C = —cosec [g(x)]+C
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Continuamos con algunos ejemplos més que ilustran el método de sustitucion.
Ejemplo 6 Hallar J2x3 sec2(x4 + 1) dx.

Solucion Hacemos u = x%+1, du = 4x3 dx. Luego,

2x3sec?(x*+1) dx = 2 sec?(x*+1) x3dx = jsectudu 'y

secu %du

j2x3 sec2(x4 + 1) dx = gj sec?u du = !tan (x*+ 1)+ C.
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Ejemplo 7 Hallar Jsec3x tan x dx.

Solucion Podemos escribir el integrando como sec?x sec x tan x dx. Entonces, haciendo

i = Sec.x, du = sec x tan x dx
tenemos |
sec3x tan x dx = sec’x (sec xtanx) dx = u? du
H = S s J
u? du
y Jsec3x tan x dx = Juz du = ;u’+C = jsec’x+C.
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Ejemplo 8 Calcular la integral definida E(xz ~1)(x3=3x+2)3 dx.

Solucion Para calcular esta integral definida necesitamos hallar una antiderivada para el
integrando. La integral indefinida

j(xz —1)(x3=3x +2)3 dx.
da el conjunto de todas las antiderivadas y por tanto la calcularemos primero. Hacemos
u =x3-3x+2, du = 3x2-3 dx = 3(x2-1) dx.

Luego  (x*-1)(x*-3x+2)3dx = (x}-3x+2)3 (x2-1)dx =3udu y

3 1
u 3du

JG2-1)(3-3x+2)3 de = }[ud du = Jut+ C = L(x*-3x+2)4+C.
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Para calcular la integral definida dada sélo necesitamos una antiderivada, y por tanto elegi-
remos aquella con C = 0. Esto da

J?)(xZ_ 1)(x3—3X+2)3 dx = [Tli(x3_3x+2)4]g = 90,

Mais adelante, en esta seccién, daremos un método mas formal de calcular una integral de-
finida cuando en el paso de integracién estd implicada una sustitucién.

Observacién Hasta ahora, todas las integrales que hemos calculado utilizando sustitucién u
pueden calcularse sin sustitucién. Todo lo que se necesita es tener buen olfato para utilizar la
regla de la cadena. Por ejemplo:

j (x2—1)42x dx (ejemplo 1). La derivada de x2— 1 es 2x. Por tanto,

Jo2-1)%2x dx = j(x2-1)4%((x2—1)) dx = }(x2-1)5 +C.
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J 3x2 cos (x3 +2) dx (ejemplo 2). La derivada de x3 + 2 es 3x2. Asi,

I3x2 cos (x3+2)dx = jcos (x3+2) %c((x3 +2))dx = sen (x3+2)+C.

sz J4 + x3 dx (ejemplo 5). La derivada de 4 + x3 es 3x2. Por tanto,

d 3y = 22 2 _14d 3
-d—x(4+x)—3x y x _35((4+x )-)
Luego,
J'x2«/4 +x3 dx = %J‘(4+x3)”2 %( (4 +x3)) dx
=3-34+x3)2+C =}4+x3)32+C.
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Jsec3x tan x dx (ejemplo 7). Escribir el integrando como
2 s 2, d
Secx (sec xtan x) = sec“x - (sec x).
Luego,

jsec3x tan x dx = jseczx ad}- (sec x) dx = 3 sec3x+ C.

Calcular integrales por sustitucién no tiene nada de malo. Lo tnico que queremos decir es que,
con un poco de experiencia, el lector deberia ser capaz de calcular muchas integrales sin utili-

zarla formalmente.
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Sustitucion e integrales definidas

En el ejemplo 8 calculamos una integral definida calculando primero la correspondiente inte-
gral indefinida. Luego elegimos una de las antiderivadas para el paso de cdlculo. Aqui presen-
tamos un método alternativo en el cual los limites de integracién varfan conjuntamente con la
variable. Este método utiliza la férmula del cambio de variable:

(5.6.2)

La férmula funciona suponiendo que 'y g”son ambas continuas. Concretamente, g” debe ser
continua en [a, b] y f debe ser continua en el conjunto de valores que toma g.

Demostracion Sea F una antiderivada de f. Entonces F’=f'y
[Reeeng ) dx = [[F/(g()e’(x) dx

[Fge)], = Fg®) - Fe@)= [**) fw) du.
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Volvamos a hacer el ejemplo 8 utilizando la férmula del cambio de variable.

Ejemplo 9 Calcular jg(xz ~1)(x3-3x+2)3 dx

Solucion Como antes, hacemos

u = x3-3x+2, du = 3(x2-1) dx.

Luego (x2=1)(x3-3x+2)3 dx = u° du.

Entonces,en x=0,u=2. En x=2,u = 4. Por tanto,

[oe2-1)(3=3x+2)% dx = {[;u du

= [Lut]d = L(4)*-1(2)* = 20.
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Ejemplo 10 Calcular

1/2
jo cos3 rx sen 7mx dx.

Solucion Hacemos

u = COS 7x, du = — 1 sen nx dx.
Luego
cos37x sen 7mix dx = cos37mx sen ;x dx = —1u’ du.
—— ——
u3 -’lrdu
Enx=0,u=1.Enx=1/2, u=0.Por tanto,
Jl/zcos3nx sen 7tx dx = —1jou3 du = 1_[1 wd du = w4} = L.
0 )] 7)o nl4 0 i
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Hasta aqui nos hemos centrado en las sustituciones asociadas a la regla de la cadena. Sin
embargo, como ilustraremos aqui y mds tarde en el capitulo 8, la “sustitucién” es un método
muy general de integracion. La eleccion de la sustitucién adecuada es cuestién de préctica y
experiencia. En esta primera etapa proporcionaremos sugerencias y una guia.

Ejemplo 11  Calcular Jx(x - 3)3 dx.

Solucion Hacemos | = x—3.| Luego du =dx y |x = u+3.

Entonces x(x=3)dx = (u+3)u® du = (u+ 3u’)du y

Ix(x —-3)%dx = J(u6 + 3ud)du

Ul +5ub+ C = Jx=3)+3(x-3)¢+C.
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Ejemplo 12 Calcular joﬁ x3x2 + 1 dx.

Solucién Hacemos u = x>+ 1.| Luego

du = 2xdx 'y |x? = u-1.| Entonces

Xx2+1dx = x4 x*+1 xdx = (u—1)2 Ju du.

Yo ~ v

=

(u-12  Ju sdu
Enx=0.u=1.Eax= ﬁ, u = 4. Por tanto,

J‘(;/ix5«/x2+l dx = %J‘?(u— 12 Ju du

4
%L (u5'2 = 2032 4 y12) dy

4

1] 2,72 _4.,5/2 4 2..3/2

5[714 Sll +3u :]
1

4
- 12¢1 2 1 848
- [u3 2(;u — zu+ 5):] = 2
1
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