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6.1 ALGO MAS ACERCA DEL AREA

Rectangulos representativos

Hemos visto como la integral definida puede ser considerada como un limite de sumas de Rie-
mann:

(1) [2fx) ax = Jim (AxT) Axy + RAD)AY, + - A7) Ax, ],

Al elegir x} de manera arbitraria en [x; _, x;], se puede considerar fix}) como un valor re-
presentativo de f en ese intervalo. Si fes positiva, el producto

fx) Ax,
da el area del rectdngulo representativo de la figura 6.1.1. La férmula (1) nos dice que pode-

mos aproximar el area por debajo de la curva tanto como deseemos sumando areas de rectin-
gulos representativos (figura 6.1.2).
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La figura 6.1.3 muestra una region €2 limitada por arriba por la grafica de una funcion f'y
limitada por abajo por la grafica de una funcién g. Como vimos anteriormente, podemos cal-
cular el drea de €2 integrando respecto de x la separacion vertical

fx) — g(x)

desde x = a hasta x = b:
area (Q2) = J.z [fx) —g(x)] dx.

En este caso, las sumas de Riemann que permiten la aproximacion tienen la forma
AxT) —g(x)] Ax; + [Ax3) —g(x3)] Axy + -+ + [fAx]) — g(xF)] Ax,,.
Las dimensiones de un rectangulo representativo son ahora

“altura” = fix7)—g(x’) 'y “anchura” = Ax..
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Ejemplo 1 Hallar el drea de la region sombreada que se muestra en la figura 6.1 4.

(2, 8)

Solucion El drea del rectdngulo representativo es [2x2? — (x*—2x2)] Ax, 0 < x < 2. Por
tanto, el drea de la region sombreada es

A= ﬁ[2x2—(x4—2x2)] dx = E(4x2—x4) de = [3x3-1x512 = &.
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Areas por integracién respecto de y

En la figura 6.1.5 podemos ver una region cuyas fronteras no son funciones de x sino funcio-
nes de y. En tal caso podemos dibujar los rectangulos representativos horizontalmente y calcu-
lar el drea de la regién como limite de las sumas de Riemann compuestas de productos de la
forma

[FOT) - GO Ay + [FO3) = GO Ay + - + [F(r) = GO Ay,

Por consiguiente, el area de la region viene dada por la integral

[1F0) - GO .

Aqui estamos integrando la separacion horizontal

F(y) - G(y)

respecto de y.
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Ejemplo 2 Hallar el drea de la region limitada a la izquierda por x = y* y a la derecha por
X =~3 - 2y2. y A

(1, 1)
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Solucion La region estd representada en la figura 6.1.6. Los puntos de interseccién se hallan
resolviendo simultdneamente las dos ecuaciones:

x = y? y x = 3=2y?
implica que
y2 = 3 -2y2
32 = 3 y y =%l
Los puntos de interseccioén son (1, 1) y (1, =1). El modo mas facil de calcular el area con-

siste en considerar los rectangulos representativos horizontalmente e integrar respecto de y.
Podemos hallar el area de la region integrando la separacion

(3-2y2)—y2 = 3-3y2 desdey=-1hastay=1:

4= [G-3)dy = By-»1 = 4

. NOTA: en nuestra solucién no hemos aprovechado la simetria. La region es simétrica respecto
. al eje x (el integrando es una funcién par de y) y por tanto el drea también viene dada por

|
-

4 =2[,(3-3%) dy = 2[3y-)*], =
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Ejemplo 3 Calcular el drea de la region limitada por las curvas x = y? y x — y = 2 integrando
(a) respecto de x, (b) respecto de y.

YA

o |

A
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Solucion Podemos comprobar que las dos curvas se cortan en los puntos (1,-1)y (4, 2).

(a) Para integrar respecto de x se consideran los rectingulos representativos verticalmente.
Despejando y de x = y? obtenemos y = +./x; y= Jx es la mitad superior de la pardbola e
y = —./x es la mitad inferior. La ecuacién de la recta puede escribirse como y = x — 2. Ver fi-
gura 6.1.7.

La frontera superior de la region es la curva y = Jx . Sin embargo, la frontera inferior debe
ser descrita mediante dos ecuaciones: y = — Jx desde x=0hastax=1e y=x—2.desdex = 1
hasta x = 4. De ahi que necesitemos dos integrales:

4 =[x = (=)ldx + [[[x—(x=2)] dx

1 4
= 2J‘(1)A/;c dx+ﬁ'(ﬁ—x+2)dx = [gxm} + [%xm—%xz +2x:| =0
0

1
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Ejemplo 3 Calcular el drea de la region limitada por las curvas x = y?y x — y = 2 integrando
(a) respecto de x, (b) respecto de y.

|

e S
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(b) Para integrar respecto de y consideramos los rectangulos representativos horizontal-
mente. Ver figura 6.1.8. Ahora la frontera de la derecha es la recta x =y + 2 y la frontera de la
izquierda es la curva x = y>. Como y varia desde — 1 hasta 2,

2
A= [lo+-ydy = [pPe2y-33| =3
|
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