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En esta seccion utilizaremos integrales definidas para hallar los volimenes de ciertos sélidos
tridimensionales. Para comenzar, sea €2 una regién plana. Un cilindro recto con seccion trans-
versal £2 es un solido formado por traslacion de €2 a lo largo de una recta, o ¢je, que es perpen-
dicular a ella. Ver figura 6.2.1. Sea A el drea de €2. Si un cilindro recto esta formado por
traslaciéon de la region €2 a lo largo de una distancia h, entonces el volumen del cilindro viene
dado por

[V=A-.-‘i.’,]




Algunos ejemplos familiares son un cilindro circular recto de radio r y altura 4, y una caja rec-
tangular de longitud /, ancho w y altura A (figura 6.2.2).

[

V=mnr?h=(area de la seccion) * altura V=1[1+*w+*h=(area de la seccién) * altura




Para calcular el volumen de un s6lido més general, introducimos un eje de coordenadas y
examinamos las secciones transversales del sélido perpendiculares a dicho eje. En la figura
6.2.3 hemos representado un sélido y un eje de coordenadas considerado como eje x. Como en
la figura, suponemos que el sélido estd enteramente situado entre x = a y x = b. En la figura se
puede ver una seccién arbitraria del solido, perpendicular al eje x. En lo sucesivo, por A(x) de-
signamos el drea de la seccion transversal que tiene coordenada x.

area A(x)

V = jzA(x) dx.

a i ; b

Si el drea de la seccidn transversal, A(x), varia continuamente con x, podemos hallar el vo-
lumen V del s6lido mediante la integracion de dicha funcion entre a y b:



sza xi__l xi xn=b

Demostracion Consideremos P = {x,, x|, -** , X, } una particion de [a, b]. El sélido entre x; _,
y x; puede ser aproximado por un cilindro cuya seccién transversal tiene area A(x}), donde

xT se elige arbitrariamente dentro de [x;_,, x;], y cuyo espesor es Ax;. El volumen de este

cilindro es
A(xT) Ax,.
Luego el volumen del sélido entero puede ser aproximado por sumas de la forma

AXT)Ax | + A5 )Ax, + -+ + A(X))Ax,.

Se trata de sumas de Riemann que convergen, cuando ||P| — 0, a IZA(x) dx.



Observacion Por el teorema del valor medio para integrales [ver (5.8.1)], la férmula para el
volumen de un sélido con drea de la seccion transversal variable A = A(x) puede también ser
escrita

V = (promedio del area de la seccion transversal) - (b—a) = A4, .4(b—a).

El cédlculo del volumen de s6lidos més generales se vera en el capitulo 16. Nos limitaremos
aqui a s6lidos con secciones transversales simples.



Ejemplo 1 Hallar el volumen de una pirdmide cuya altura es 4 y cuya base es un cuadrado
con lados de longitud r (figura 6.2.5a).




Solucion Situar el eje x perpendicular a la base, con el origen en el centro de la base. La sec-
cién transversal con coordenada x es un cuadrado. Sea s la longitud del lado de ese cuadrado.

Entonces, por tridngulos semejantes (ver figura 6.2.5b), tenemos

s Ly
h—-x h°
y por tanto
5 = %(h—x).

Luego el area del cuadrado en la coordenada x es A(x) = s2 = (r2/h2)(h-x)? y

2
V = ng(x) dx = %5 JZ(h—x)z dx

_r2r (h-x)3"
) 172[" 3 l) =



Ejemplo 2 La base de un sélido es la region delimitada por la elipse

s L

a? b2

Hallar el volumen de dicho sélido sabiendo que la seccion transversal perpendicular al eje x es
un triangulo isésceles con base en la region y altura igual a la mitad de la base.




Solucién Sea x como en la figura 6.2.6. La seccion transversal de coordenada x es un tridn-
gulo isé6sceles de lado PQ y altura %PQ. La ecuacion de la elipse puede escribirse como

2
y? = C%(az—xz)-

Dado que
longitud de PQ = 2y = 27” Ja? —x2,

el area del tridngulo isOsceles sera:

A = joh = | 2fa7 =) 2 =) =

Podemos hallar el volumen del sélido integrando A(x) desde x = — @ hasta x = a:

2@t -x2).

% =jfaA(x) dx = 2ng(x) dx

por simetria

2
22 J (a? —x?) dx

2 a
- &[azx—x—q = ab?.
30

a2



Ejemplo 3 La base de un sélido es la region comprendida entre las pardbolas

o)
y &

X =) y x = 3- 2_}‘2. (ver ejemplo 2, seccién 6.1)

Hallar el volumen del s6lido sabiendo que las secciones transversales perpendiculares al eje x
son cuadrados.




Solucién Las dos parébolas se cortanen (1,1)y (1,-1) (figura 6.2.7). Entre x=0y x =1, la
seccion transversal de coordenada x tiene por area

A(x) = (2y) = 4y? = 4x.

(Aqui lo que medimos es el drea determinada por la primera pardbola x = y?.) El volumen del
sOlidoentre x=0yx=1es

! !
v, = j04x dx = [2x2], = 2.
Entre x =1 y x = 3, la seccion transversal de coordenada x tiene por area

Ax) = (2y) = 4y2 = 2(3-x) = 6-2x.

(Aqui lo que medimos es el drea determinada por la segunda pardbola x = 3 — 2y2.) El volumen
del s6lidoentrex=1yx=3es

Vy = [[(6-2x)dx = [6x-x2]7 = 4.
El volumen total es
Vi+V, = 6.



Solidos de revolucion: método de los discos

Supongamos que f'es no negativa y continua en [a, b]. (Ver figura 6.2.8.) Si giramos la region
por debajo de la grafica de f alrededor del eje x, obtenemos un sélido. El volumen de este s6-

lido viene dado por la férmula

V= [2alf0P dx.

&7

Qu
Y

Demostracion La seccién transversal de coordenada x es un disco circular de radio f{x).
Luego el drea de la seccion transversal es 7 [f(x)]2.

Entre los mas sencillos sélidos de revolucion tenemos el cono y la esfera.



Ejemplo 4 Podemos generar un cono cuyo radio de base sea r y cuya altura sea h haciendo
girar alrededor del eje x la region debajo de la grafica de

fix) = %x, 0<x<h.

(h, )
A

B X >
2 2
n [r r? oh
volumendel cono = | 7l =x | dx = — j x2 dx
0" A 12 Jo
2r+3h
_ ”_’; x_] — %nrzh.
h? |3 ],




Supongamos que x = g(y) es continua y no negativa para ¢ <y < d (ver figura 6.2.10). Si ro-
tamos la region limitada por la gréafica de g y el eje y alrededor de este ultimo, obtenemos un
sOlido tal que cada seccion transversal perpendicular al eje y es un disco de drea
A(y) = m[g(y)]?. Por tanto el volumen de este sélido viene dado por

v = [2lg0)) dy.




Ejemplo 6 Hallar el volumen del solido generado por revolucion de la regién limitada por
y = x¥3+1,0 <x<8, alrededor del eje y.
YA

8 ’)C | :x
Solucién Ver la figura 6.2.11. Primero resolvemos y = x?3+ 1,0 <x <8, expresando x
como una funcion de y:

X3 = y_1
x=((-1)3, 1<y<S5s.

=
[l

[ aleo? dy = afi1(r-1)*212 dy

= n_[?(y— 1)} dy = n[(y;1)4]15 = 64r.



Ejemplo 5 Una esfera de radio r puede obtenerse girando alrededor del eje x la region com-
prendida debajo de la grifica de

fix) = Jr2—x2, —r<xs<r. (dibujar una figura)
Luego

,
volumen de la esfera = j‘ir a(r2—x2?) dx = w[rix-3x3_, = jmrd

Este resultado fue obtenido por Arquimedes en el siglo tercero a.C.

y

A

f(X)=+r2—x2




Arquimedes (c. 287 — 212 a. C. ~ 75 afnos, Siracusa, Sicilia)

« En aquel tiempo Siracusa, situada en la isla de Sicilia, era una ciudad-estado
Griega independiente con una historia de 500 afos.

 Estudid probablemente en Alejandria, Egipto, bajo los seguidores de Euclides;
su padre fué un astronomo de nombre Fidias quiza emparentado con el rey
Hierdn Il de Siracusa. No se se sabe si era casado o haya tenido hijos.

« En la ciencia inicio la hidrostatica, la mecanica estatica y la medicion del
volumen o densidad de un objeto; se le reconoce como el primer gedmetra
en tratar problemas de céalculo integral y de fisica-matematica.



Arquimedes (c. 287 — 212 a. C. Siracusa, Sicilia :; ~ 75 afios)

« Inventd diversas maquinas de guerra para la defensa de Siracusa, como sistemas
de poleas compuestas, garras o espolones mecanicos y espejos incendiarios
(poco probable); otras invenciones practicas fueron el planetario y un tornillo
para subir agua.

« Principales obras: Sobre el Equilibrio de Planos, Cuadratura de la Parabola,
Sobre la Esfera y el Cilindro, Sobre Espirales, Sobre Conoides y Esferoides,
Sobre los Cuerpos Flotantes, La Medida de un Circulo, EI Contador de Arena
y el Método de Problemas Mecanicos.

« Murio en Siracusa cuando fué asaltada y saqueada por el ejército Romano;
fue muerto por una soldado romano que no sabia quien era. Marcelo, el general
Romano que dirigio el asedio sintio su muerte y le mando enterrar con honores.



“Arquimedes Pensativo” por Fetti (1620)



Estatua de bronce de Arguimedes en el Observatorio Archenhold
en Berlin, esculpida por Gerhard Thieme y develada en 1972.



Busto de marmol de Arquimedes por el escultor siciliano Luciano Campisi
(1859-1933). Se encuentra en Latomia dei Capuccini, Siracusa (Italia).
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Un grabado de la muerte de Arquimede
del pintor francés Gustave Courtois (1853-1923).
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Una ilustracion moderna de la muerte de Arguimedes en una
hoja de papiro del Centro del Papiro en Siracusa, Sicilia.



“Y aunque el realizé mucho descubrimientos excelentes, se dice que pidio a sus
parientes y amigos colocar sobre la tumba en la que fuera enterrado, un cilindro
encerrando una esfera con una inscripcion que mostrara la proporcion por la cual
el solido exterior excede al contenido.”

Citado de Plutarco (d.C. 45 - 120 ~ 75 afos) en Vidas Paralelas: Marcelo

En su trabajo Sobre La Esfera y el Cilindro, Arquimedes demostro que la razon del
volumen de una esfera al volumen del cilindro que la contiene es 2:3. En el mismo
trabajo también probd que la razon del area de la superficie de una esfera al area
de la superficie del cilindro que la contiene, junto con sus circulos extremos, es la
misma 2:3. Ya que las expresiones para el volumen y el area de la superficie de un
cilindro eran conocidas antes de su tiempo, los resultados de Arquimedes estable-
cieron las primeras expresiones exactas para el volumen y la superficie de una
esfera.



La Esfera inscrita en un Cilindro
y las proporciones entre sus
volimenes V y sus superficies S

4
VE)_ 3" 4w’ 4 _ 2
V(C) (#r®)(2r) 6xr® 6 = 3
S(E) _ 4zt _ Azt _4 = Opn =
S(C) (2zr)(2r)+2(zr?) 62r® 6 =



Pintura al 6leo “Cicerdén descubriendo la tumba de Arquimedes” por el
pintor americano Benjamin West (1738-1820), pintada en 1797.




Solidos de revolucion: método de las arandelas

El método de las arandelas constituye una ligera generalizacion del método de los discos. Su-
pongamos que /'y g son dos funciones continuas no negativas tales que g(x) < f{x) para todo x
en [a, b]. (Véase la figura 6.2.12.) Si hacemos girar la regién € alrededor del eje x obtenemos
un soélido.




Demostracion La seccién transversal de coordenada x es una arandela de radio exterior
f(x), radio interior g(x) y drea igual a

Ax) = #[fx) P - nlg) P = #([Ax)]P - [g0)]?).

Podemos obtener el volumen del sélido integrando esta funcion desde a hasta b.

1 Y= 2 : .
Y= J; Jr([f(x)] [g(x)] ) dx. (método de las arandelas respecto del eje x)




Supongamos ahora que las fronteras son funciones de y en lugar de x. (Ver la figura
6.2.13.) Haciendo girar € alrededor del eje y, obtenemos un sélido de revolucion. Resulta
claro, segin (6.2.4), que

Vo= jj 7[([F(y)]2 - [G(y)]z) dy. (método de las arandelas respecto del eje y)




Ejemplo 7 Hallar el volumen del s6lido obtenido al hacer girar la region comprendida entre
y = x* e y = 2x alrededor del eje x.

YA

(2,4)

A
2%
Y e

Solucién Haciendo x? = 2x, obtenemos x = 0, 2. Por tanto,
las curvas se cortan en los puntos (0,0) y (2,4). Fijémonos en
la figura 6.2.14. Para cada x entre 0 y 2, la seccién transversal de

coordenada x es una arandela de radio exterior 2x y radio interior x°.
y = Jf)n[(zx)z —(x2)?] dx = nj'f) (4x2 — x4) dx

2
4 1
n[3x3—3x5] = .
0

|12

wn



Ejemplo 8 Hallar el volumen del s6lido obtenido al hacer girar la regién comprendida entre
y = x? e y = 2x alrededor del eje y.

YA

(2,4)

‘ ®  Solucién El sélido estd representado en la figura 6.2.15.
% Para cada y entre 0 y 4, la seccién transversal de ordenada y

es una arandela de radio exterior ij y de radio interior % y.

Vo= [oal(B) - Gyl dy = wify (v - 1) dy

4
= nly? - 5*]p = 7.

w Y

Observacion Estos dos tltimos problemas tienen que ver con los sélidos generados al hacer
girar una misma region en torno a dos ejes distintos. Obsérvese que los s6lidos son distintos y
tienen volimenes distintos.
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