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6.3 CALCULO DE VOLUMENES POR EL METODO DE LAS CAPAS

Para describir el método de las capas para el cédlculo de volimenes, empezaremos considerando
un cilindro de radio R y altura £ del cual se extrae un cilindro interior de radio r (figura 6.3.1).

Dado que el cilindro de partida tiene un volumen igual a 7w R*h y que la parte extraida tiene
un volumen igual a 7 A, la capa cilindrica restante tiene un volumen igual a

nR2h — wr2h = wh(R + r)(R —r).
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Consideremos ahora una funcién f, no negativa y continua en un intervalo [a, b] que no
contenga el origen en su interior. Por conveniencia, supondremos que a = 0. Si la region de-
bajo de la grafica gira alrededor del eje y, genera un solido 7 (figura 6.3.2). El volumen de este
solido viene dado por la formula del método de las capas:

Vos jz2mj/(x) dx.

Cuando la region debajo de la gréfica de f gira alrededor del eje y, el segmento de recta si-
tuado a x unidades a partir del eje y engendra un cilindro de radio x, altura f(x) y 4rea lateral
igual a 27xf(x). La formula del método de las capas expresa el volumen de un sélido de revo-
lucion como la integral definida de a a b de las dreas laterales de estos cilindros.
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Demostracion Consideremos una particién P = {xy, x|, ... , X, de [a, b] y fijémonos en lo
que ocurre en el i-ésimo subintervalo [x; _, x;]. Recordemos que para formar una suma de Rie-
mann podemos escoger como x; cualquier punto de [x; _, x;]. Por conveniencia tomamos x;
como el punto intermedio  (x;_ + x;). El rectdngulo representativo de altura flx7) y base Ax;
(ver figura 6.3.2) genera una capa cilindrica de altura h = fix7), radio interior r = x;_, y radio
exterior R = x;. Podemos utilizar (6.3.1) para calcular el volumen de esta capa. Dado que

h = fix}) y R+r =x+x; | = 2x7 y R-r = Ax,,
el volumen de esta capa es
Tth(R+r)(R-r) = 2 er}" f(x:-") Ax,.
El volumen del s6lido puede aproximarse sumando los volimenes de estas capas:
V=2nx] AxT) Axy + 215 fAx5) Axy + --- + 2700 ixT) Ax,,.
La suma de la derecha es una suma de Riemann que converge a

[ [22mefin) ax J

cuando ||P| — 0.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 5
Céalculo Integral :: C6/S3



Ejemplo 1 La regién limitada por fix) = 4x—x2 yelejexentre x=1y x = 4 se rota alre-
dedor del eje y. Hallar el volumen del s6lido que se genera.

YA

— f— — o —

Solucion Ver la figura 6.3.4. El segmento de recta a x unidades del eje y, | <x <4, genera un
cilindro de radio x, altura f(x) y drea lateral 27txf{x). Luego, por (6.3.2),

"7 ﬁan(4x_x2) dx = 2”,'-‘11(4"2—353) dx = 2m[5x3 - x4
=273 -64] -2l -4] = 3.
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La formula del método de las capas es susceptible de ser generalizada. Con €2 como en la
figura 6.3.5, el volumen engendrado haciendo girar € alrededor del eje y viene dado por la
férmula

Vi J.i’zn-x[ﬂx) - g(x)] dx. (método de las capas respecto del eje y)

El integrando 27x [f{x) — g(x)] es el area lateral del cilindro de la ﬁgufa 6.35.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 7
Céalculo Integral :: C6/S3



También podemos aplicar el método de las capas a s6lidos engendrados al hacer girar una
region alrededor del eje x. Véase la figura 6.3.6. En este caso, las fronteras curvas son funcio-
nes de y en lugar de x. Tenemos

Vo= J“: 2y F(y) — G(y)] dy. (método de las capas respecto del eje x)

El integrando 27x [F(y) — G(y)] es el area lateral del cilindro de la figura 6.3.6.
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Ejemplo 2 Hallar el volumen generado al girar la regién comprendida entre

alrededor del eje y.

Solucion Nos referimos a la figura 6.3.7. Para cada x entre 0 y 2, el segmento de recta
situado a x unidades a partir del eje y engendra un cilindro de radio x, altura (2x — x?) y 4rea
lateral 27mx(2x — x%). Por (6.3.3) tenemos

Vo= ﬁ)an(2x—-x2) dx = 2nﬁ)(2x2-x3) dx = 2723 - 1x4]p = ix.
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Ejemplo 3 Hallar el volumen del s6lido engendrado al girar la region entre

YA

(2,4)

y =x> e y = 2x alrededor del eje x.

Solucion Empezaremos por expresar estas fronteras
en funcién de y. Podemos escribir x = ./y para la
frontera de la derecha y x = }y para la frontera
izquierda (ver figura 6.3.8). La capa de radio y tiene
por altura (./y —3y). Luego, por (6.3.4), tenemos que

V= [s2my(Jy - )y

2010

P 4
o = nfy(2y32-y?)dy
_ 4 1.31% _ &
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Observacion En la seccién 6.2 hemos calculado el volumen de estos sélidos (y obtuvimos
los mismos resultados) por el método de las arandelas. De estos ejemplos surge una cuestién
obvia: jcudl de los tres métodos —de discos, de arandelas o de capas— debe utilizarse para
resolver un problema particular? Como es de suponer, el “mejor” método depende del pro-
blema. Dado que un disco es un caso especial de una arandela, habr4 que decidir entre el mé-
todo de las capas o el de las arandelas. Para los sélidos de los ejemplos 2 y 3, estos métodos
son esencialmente equivalentes. Por otro lado, si intentamos calcular el volumen del sélido del
ejemplo 1 por el método de las arandelas, éste nos conducird a la expresion

V= [ (algi ()P = 2l11?) dy + [} (xlg, )7 - 7l2,()]?) dy,  (ver figura 634

donde x = g,(y) y x = g,(») son las funciones obtenidas al resolver y = 4x —x2 en x. Pese
a que las dos funciones g, y g, pueden determinarse y las integrales calcularse, hacerlo no es
trivial. jInténtese! En general, podria no ser posible resolver una ecuacién y = f{x) en x o una
ecuacion x = g(y) en y. La eleccion del método que se debe aplicar a un problema particular
dependera de la region que se estd rotando, del eje de revolucién y de la flexibilidad que tenga-
mos para expresar las funciones implicadas en funcién de x o de y, segtin sea necesario.
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Despejamos x en funcion de y para obtener las funciones g,(y) y g,(y) que corresponden
a la rama derecha e izquierda de la parabola respecto de la recta vertical x = 2

Y=4X— X=X +4X=> -y =X —4X=>4—-y=X"—4X+4=(X-2)  => X—-2=%J4-y
SO (Y)=x=2+J4-y =g, (y)=2+[4-y Wy e[0,41 A g,(Y) =2 J4-y Yy e[3,4]

Ademas el segmento vertical que une los puntos (1,0) y (1,3) corresponde a la funcién
constante g,(y) = 1 = x al integrar con respecto a y que satisface la desigualdad

do(Y) < 9,(y) Vy€[0,3] ademas, g,(y)<g,(y)Vyel[34]
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V = [Trg; (1) - 702 (dy + [ [7 (v) - 703 ()]
=7 [107 (- 05y + [ [0/ (D) - Gty =70V, +Vio)
=V, = [[02(9)- G5 (dy = [[(2+3=y)* -1y = [ (7+4a=y - y)dy
L(? y)dy+4'[)«/ ydy = L(7 Y)d)’+4ffdv{7y—7l [\F]

:(21_%j+§ sJi_q _38,56_99 112 211

2 3 6 6 6

=V, = [107(y) - G ()]dy = [[@+3=y)* -2~ J4=y)"ldy
= [[@+\a=y)+@- A=Y@ +\4=y) -2~ 4= y)ldy =8 [ \J4- ydy
1 16 1 16 32
=8[Wdv="2 [ | ==

3 6
211 32 243 81
V= +V, it Pl
RVRUPESE S R B.
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Ejemplo 4 A través del centro de una semiesfera de radio a se taladra un agujero redondo de
radio r (r < a). Hallar el volumen de la porcién de semiesfera que queda.

YA y

Solucién Una semiesfera de radio a puede ser generada rotando alrededor del eje y la regiéon
del primer cuadrante limitada por x? + y? = a?. Ver figura 6.3.9a. La porcién de semiesfera
que queda después de taladrar el agujero es el solido generado al rotar alrededor del eje y la
region sombreada (figura 6.3.9b).
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(a)[Método de la arandela.]\/er figura 6.3.10.

= Joaz_"z(ﬂ[«/az—yz]z—7tr2)a'y = ﬂj‘ojaz_r:(az—rz—yz)dv

7[[(02 . rZ)y _ %)23]6/02—"2 - é_in-(aZ . r2)3/2.
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(b)[Método de las capas.]Ver figura 6.3.11. J = j’ 2 mxAJa? — x2dx.

Sea u = a?—x2. Entoncesdu= -2x dx y u = a>—r? enx=r,u=0enx=a.Por tanto

0 2 __ 2
P = J‘:?.ﬂxA/az—xz dx = -1 Jaﬁ_ﬂ“l/z du = |, " u'? du

2 _ p2
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Ejemplo 5 La region Q comprendida entre y = Jx e y = x2,0<x< 1, se rota alrededor
de la recta x = —2 (ver figura 6.3.12). Hallar el volumen del s6lido que se genera.
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Solucion Utilizando el método de las capas, para cada x en [0, 1] el segmento de recta en x
genera un cilindro de radio x + 2, altura ./x — x2 y drea lateral 27(x + 2)(/x — x?). Por tanto
el volumen del sélido de revolucion es

V = '[ézn(x +2)(Jx —x2) dx

2r ﬁ) (x32 4+ 2x12 —x3 - 2x2) dx

_ 2 4 1 2371 _ 49
= 2 [+ 432 _ 14 2031 = ¥p
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