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Centroide de una region

En la seccion 5.8 hemos visto como calcular el centro de masa de una varilla. Supongamos
ahora que tenemos una fina distribucion de materia, una ldmina, depositada en el plano xy y
cuya forma es la de una region €2 (ver figura 6.4.1). Si la densidad de masa de la ldmina varia
de un punto a otro, la determinacion del centro de masa de la lamina precisa de una integra-
cion doble (ver capitulo 16). Sin embargo, si la densidad es constante en €2, el centro de masa
de la ldmina s6lo depende de la forma de Q y determina un punto (x, y) que llamaremos cen-
troide de €. Salvo que la forma de €2 sea muy complicada, podemos determinar su centroide
por una integracion ordinaria en una variable.

y
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Recurriremos a dos principios para hallar el centroide de una region 2. El primero es ob-
vio. Tomaremos el segundo de la fisica; este resultado se justifica muy bien a partir de una in-
tegracion doble.

Principio 1: Simetria Si la regién posee un eje de simetria, el centroide (x, y) pertenece a
dicho eje. En particular, si la regién posee un centro, ese centro ha de ser el centroide.

Principio 2: Aditividad Si una regién de édrea A estd formada por un nimero finito de partes

de dreas A,, -+ , A, y centroides (xl, yl) (x,,, y,,) se verifica que
XA=x14;+ - +X,4, ¢ A = yiA; + -+ VA,
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Estamos ahora en condiciones de utilizar las técnicas del cdlculo necesarias. En la figura
6.4.2 estd representada la regién L2 debajo de la grafica de una funcién continua f. Sea A el area
de Q. El centroide (x, y) de Q puede obtenerse a partir de las siguientes formulas:

XA = jjxj(x) dx, Y4 = jg[/(x)y dx.
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Demostracion Para obtener dichas férmulas, consideremos una particiéon P = {xy, x;, --- , X, }
de [a, b]. Esta subdivide [a, b] en n subintervalos [x; _,x;]. Tomemos como x* el punto inter-
medio de [x; _;, x;] y formemos los rectangulos correspondientes R; representados en la figura
6.4.3. El drea de R; es fix’) Ax;y el centroide de R; es su centro ( x7', 3f(x}) ). Por (6.4.1), el
centroide (xp, yp) de la union de esos rectangulos debe verificar:

)—CPAP — x’l"f(x’l") Axy+ - +x:‘/(x,":) Ax,,
- D 2
ypAp = A Ax + -+ +3[Ax)]” Ax,,.

(Aqui Ap representa el area de la unién de los n rectangulos.) Cuando ||P|| — 0, 1a unién de los
rectangulos tiende a la forma de €2 y las ecuaciones que acabamos de escribir tienden a las
féormulas dadas en (6.4.2).

XA+L +X A =x A +L + XA =X )M ]+L +X[F(x)Ax,]
VAL +¥.A =V A+L + YA =3 T OO (AT +L +3 F LT (x)Ax,]
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Ejemplo 1 Hallar el centroide del cuarto de disco de la figura 6.4 4.

S_oluc_ién El cuarto de disco tiene como eje de simetria la recta x = y. Luego sabemos que
x = y. Aqui,

)_)A — g%[f(x)]z dx = J;%(ﬂ_x2)dx = %[ﬂx—%x:”]a = %r3.
f(x) = /rz_xz

Dado que 4 = ;7mr2,
El centroide del cuarto de disco es el punto

¥
3n’3n)
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NOTA: Es casi igual de facil calcular xA4:

xA ngﬂx) dx = J‘(r)xa/rz—x2 dx

= _1I?2u1/2 du [u = (r2-x2), du = —2x dx]

2

1r2 1
= -l = 3.
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Ejemplo 2 Hallar el centroide del tridngulo rectdngulo de la figura 6.4.5

La hipotenusa esta en la recta

Solucion
y = —%x+h.
Luego :
¥4 = [oxf) dv = [o(- 5w hx ) dv = b2
e
. 2 2
yA = J. s[Ax)]% dx = —J (zz 2—%x hz) dx = ;bh?.
Dado que A = %bh,tenemos que
_ 1b2h _ Lbh?
x =8 = 1p e = 6 1
oh Y= Ton T3

El centroide es el punto (% b, L h).
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En la figura 6.4.6 estd representada la region €2 limitada por las graficas de dos funciones
continuas [y g. En este caso, si A es el dreade Qy (x, y) su centroide, entonces

(6.4.3) XA = jzx[/(x)-g(x)] dc, yA = jZ%([ﬂx)]z—[g(x)]z) dx.

Demostracion Sean Ayel drea debajo de la grifica de fy A, el drea debajo de la grafica de g.
Entonces, con una notacion evidente, tenemos que

XA+ x4, = XA, e YA +yA, = y; (6.4.1)
Luego
xA = )_cfAf—)_chg = ﬁ:xf(x) dx—ﬁ:xg(x) ax = ﬁx[/(x)—g(x)] dx
e
VA =y yed, = [DIAOP de- [P0 dx = [P - [g)P) dx.
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Ejemplo 3 Hallar el centroide de la region representada en la figura 6.4.7.

Solucion No podemos recurrir a ninguna simetria. Hemos de llevar a cabo los calculos.

4 = [ -gwl dr = [3(2x-x?) dx = 4,
xd = [Px[f) - g00] dx = [o (202 -x%) dx =

3

VA = ‘02([f(x) [e(x)]?) dx = j (4x2—x%) dx = 2.

I?\)

n

v — 4/4 _ L, — 3274 _ 8
Luegox—g/g— 1 ey—ﬁ/g—s.
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Teorema de Pappus relativo a volimenes

Todas las féormulas que hemos establecido para calcular el volumen de un sélido son corola-

rios sencillos de una observacién hecha por un brillante griego de la antigiiedad, Pappus de
Alejandria (aproximadamente 300 anos d.C.).
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TEOREMA 6.4.4 TEOREMA DE PAPPUS RELATIVO A VOLUMENES'

Una regién plana gira alrededor de un eje que pertenece a su plano. Si la regién no corta el
eje, el volumen del s6lido de revolucién resultante es el area de la regién multiplicada por la
circunferencia del circulo descrito por el centroide de la region:

V = 2nRA

donde A es el 4rea de la regién y R la distancia del eje al centroide de la regién.

Este teorema se encuentra en el Libro VII de la “Coleccién Matemética™ de Pappus, un amplio recorrido por la geo-
metria antigua a la cual Pappus hizo contribuciones originales (entre ellas este teorema). Mucho de lo que hoy sa-
bemos de la geometria de los griegos se lo debemos a Pappus.
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Basicamente, s6lo hemos establecido dos férmulas para el volumen de un sélido de revolu-
cion:

1. La férmula del método de las arandelas. Si la region 2 de la figura 6.4.6 gira alrededor del
eje x, el solido resultante tiene por volumen

V, = [LaQfnP - [g@P) dx.

2. La formula del método de las capas. Si la region € de la figura 6.4.6 gira alrededor del eje y,
el s6lido resultante tiene por volumen

V, = JZan[/(x) — o(x)] dx.
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Obsérvese que
Ve = [oaf) - [g01%) dx = 27,3012 - [¢@P) dr = 2myd = 27RA

Yy que

V, = Jz27tx[/(x)—g(x)] dx = 2mxA = 27RA,
exactamente lo que Pappus dijo.

Observacion Al enunciar el teorema de Pappus hemos dado por sentado que se efectuaba
una revolucion completa. Si € no realiza una revolucion completa, el volumen del solido re-
sultante es sencillamente el drea de Q multiplicada por la longitud del arco de circulo reco-
rrido por el centroide de €.
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Aplicaciones del teorema de Pappus

Ejemplo 4 Hemos visto con anterioridad que la region de la figura 6.4.7 tiene un drea igual a
‘3‘ y que su centroide es (1, ¥). Hallar los volimenes de los sélidos engendrados por la rotacion
de esta region en torno (a) aleje yy (b) alarectay =S5.

Soluciéon (a) Ya hemos calculado este volumen de dos formas: por el método de las arande-
las y por el método de las capas. (Ver el ejemplo 8 de la seccién 6.2 y el ejemplo 2 de la sec-
cion 6.3.) El resultado fue V = §7r. Ahora utilizaremos el teorema de Pappus. Tenemos
R =1yA = 3. Portanto

V =2m(1)(3) = i

(b)Aqui R =5-% =17 yA =1 Luego
V=2n(3)(3) = 2.
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Ejemplo 5 Hallar el volumen del toro engendrado por la rotaci6n del disco
(x—h)2+(y-k)2<c?, h,k>2c>0

alrededor (a) del eje x, (b) del eje y.
YA

=
=

Solucion  El centroide del disco es el centro (h, k). Esta situado a k unidades del eje xy a h
unidades del eje y. El 4rea del disco es 7c?. De ahi que (a) V, = 2m(k)(nc?) = 272 kc?,
(b) V, = 2mh)(nc?) = 2m*hc?.
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Ejemplo 6 Hallar el centroide del semidisco
x2+y2<r2, y=>0
usando el teorema de Pappus.

Solucion Dado que el eje y es un eje de simetria para el semidisco, sabemos que x = 0. S6lo
necesitamos hallar y.
S1 giramos el semidisco alrededor del eje x obtenemos una bola sélida cuyo volumen es

] 7. El drea del semidisco es ! ir?. Por el teorema de Pappus,
4 |
s = 2my(5mr?).

Dividiendo, obtenemos que y = 4r/37.
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Dibujar la region limitada por las curvas dadas. Determinar el cen-
troide de la region asi como el volumen engendrado por la rotacién
de la region alrededor de cada uno de los ejes de coordenadas.

9. ,\/._x+A/}_; =1, x+y=1.
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A =[ﬂl[(1—r)—(1—ﬁ)2]dx=§
1
zA =fﬂ (-2~ (1-vz)"]|de=, %=
] =§ by symmetry |
Vo =21yA = f—ﬁ-rr, Vy = f'g*:r by symmetry
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\ﬁ+\ﬁ:1:> y=(01-vVX)? A Xx+y=1=y=1-x

S (1-Vx)=l-xol-2x+x=1-x < Zx=2ZJx

oSx=xox(x-)=0<x=0Ax=1

X=0=>y=1 A x=1=y=0 (ptos.comunes)

2
1 1 jy:[ﬁ—lj 3 1

J2

X=—=,y=1-— = R

2 V2

y—l:> x—l—i:>x~i
2 J2 10
1 1 1 1
X=Yy=>2UX=l=2Xx=—= =]l-,|—-==.y=—
Y Vx 4 Y 4 2 Y 4
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f0)=y=1-x2 900 =y =0-vX)’ = A= [[@-x)- @~ o

1

4 1
= | A=x=-1+2JXx=X)dx= | 2(x*? —=x)dx = [ x3/? xz} ==
[( Jx=xdx = [ 2(x2 - x) . =3

XA = jx[f(x) g(X)dx =X == j [(1 X)—(1- f)]

1
=X = BI 2(x*? —x*)dx =3| = dor 2yl _gl4_2) 12 10
5° 3] 7°573)"5 5
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Hallar el centroide de la region acotada determinada por las siguien-
tes curvas

17. x> = 4y, x-2y+4=0.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 30
Calculo Integral :: C6/S4



X°=4y A X=2y+4=0=>X"=4(y-2)°" =2 Ay=A(y-2)°
SY=y -4y+4d Yy -by+4=0= (y-1D)(y-4) =0;
y=1l=>Xx=-2 A y=4=x=4

(_2!1)
|
- !
y=ix+2 | (0.0) |
2 ! |
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f(x)= y—1x+2>g(x) y—lx = A= j( x+2—%x jdx

4
[1 2+2x—ix} :(4 8—Ej (1—4+3j=15—6=9
4 12" |, 3 3

XA= [ X[f(x)-g(x)]dx= x:% fzx(%x+2—%x2jdx
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YA
y 2

=Yy =

2010

_1

[1100-0* (k=g = [

4
L 4(lxz+2x+4—ix4jdx=i[ix3+x2+4x—ix5}
18 -2\ 4 16 1812 80 ,
1 (E+16+16—%j—(—2+4—8+2j
18]\ 3 5 5
1 E+2+32—4+8—%—gj
18\ 3 3 5 5
1 6+36—@j= L (210_66j:§=1.6
18 5 18 5 5
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26.La elipse b*x* + a’y* = a’b?* encierra una regién de area 7mab.

Determinar el centroide de la mitad superior de esa region.

1
A= Ewﬂb; T = 0 by symmetry.
i 1 '
TA = -(Ex/ul—:cﬂ dI:gabzz:» ¥ = i{{
a2 \a 3 3
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y
1
/ ¢ (0,0.42b)
> X
—a d
X=0

b2X2 +a2y2 _ a2b2 — a2y2 _ a2b2 _b2 2 _ b2(a2 _X2)

2

= y° =b—2(a2—x2):> f(x)=y:g\/a2—x2 >0 Vxe[-a,a]
a
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.1 1 ca
VAZEJ f (x)dx:yA_Ej_a—(a — X )dx_—J' (a° —x7)dx
2 a 2 [
:VA:b—Z[azx—lxs} :b—2 (a3—la3j—(—a3+—a3)
2a 3 |, 2a°| 3
2 2 7
=l:)—2(ga3+ga3j=b—2 a8 =2 ap?
2a°\ 3 3 2a%\ 3 3
:Vzigabzziz b* = Ll ﬂlb_—b 0.42b
A3 ab 3 3r 322 33
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29. La region triangular de la figura es la union de dos triangulos
rectdngulos €2, y £2,. Hallar el centroide (a) de £2,, (b) de £, y
(c) de toda la region.

YA

b = =] ———
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a) f(x):yzgx vxe[0,a] A A(Ql):Aiza?h

a h[x] ah 2ah
= = | xf(X)dx=—| X°dx=—|=—| =— =X = =
XA = [ xf(x) 0 a{ } Bk e

1 h 2 [ x| an? 2ah?
VA==| f°(X)dx=— | Xdx=—|—| =— =V, =
WA=Z L T > o ZaZ{BL 6 ' 6ah

2 1
=C(Q,)=(X,y,)=| —=a,=h
(@)= (%, 7) [3 Bj
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(b—a)h
2

b) f(x)=y=$(x—b) Vxel[a,b] A A(Q,)=A =

> h h [x b
=X A = | xf(X)dx=—— | (x> =bx)dx = —
oAy = [ X ()de=— [ (" ~bx) a_b{g 21

_ h |[b® b’) (&’ ba’}| h |b’-a’ b(b*-a’)
a-b|{ 3 2 3 2 a—b 3 2

h [b(b—a)(ma)_(b—a)(bz+ba+a2)}:h{b2+ba_(b2+ba+a2)}

“b-a 2 3 2 3

h 2 2 2 h 2 2 h 2 2 2
:E(Bb +3ba—2b° —2ba-2a ):g(b +ba-2a )=€(b —a“+bha-a“)
h(b-a)(2a+D)

:g[(b—a)(b+a)+(b—a)a] =

6
%, = 2h(b-a)2a+b) _2a+b_2 1
6(b—a)h 3 3 3
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(b—a)h

b) cont. f(x):%(x—b) vxel[ab] A AQ,)=A =

2
1 ¢b h? b
= VA == f2(X)dx = X —b)%dx = du
Voo =5 ], 12000 =5 [ (x-b) (_b) - [ (-uy?
o jb_auzdu_ h? {uﬁ*}ba_ > (b-a)® h’(b-a)
2(b—a)? 20-a)°| 3|  2(b-a) 3 6
__2h’(b-a) _h o (2 11 j
— — . C(Q)=(x,, =| —a+—=b,=h
Y, = 6b_ah 3 (Q,)=(X,,V,) 32133
2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 40

Céalculo Integral :: C6/S4



c) YA=XA+XA =>X== XA+XA ; Q=Q uUQ,

> >

. _ _ _ 1
yA:y1A1+y2A2:>XZ y1A1+y2A2 : A:A(Q)zibh

o= 2aah+(2a+bj(b‘a)h 1 —_[2a’h+(2a+b)(b-a)h]
bh| 3 2 3 2 3bh
1

_ L 2a°h —2a’h + 2abh +b*h —abh _1 2ab+b*—ab =— ab+b?
3bh 3b 3b

1 1
=X==a+-Db
3 3

2[Eah+h(b—a)h} Zh{a (b— a)} 2hb 1

—> V=
bh|32 3 2 b |6 §) 6b 3
1 1, 1
C(Q)=(X,y)=|=-a+—=b,=h
@=&)=(3a+3b.50]
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30. Hallar el volumen del s6lido engendrado al hacer girar la region
triangular completa de la figura del ejercicio 29 alrededor (a)
del eje x y (b) del eje y.

1.1 1
(a) V =217A=2n Eh —z—bh =3 rbh®  |using Exercise 29(c)]

(b) V= 2nFA = 2r %(a +) %bh — %ﬂ(a + b)bh.
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Ejercicios sugeridos, Seccidon 6.4
Practicos: 3, 9* 13, 17*

Tedricos: 24, 26*, 27, 30*
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