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7.3 LA FUNCION LOGARITMO, PARTE II

Diferenciacion y trazado de graficas

Sabemos que para x>0

d I
a(ln X) = ;

Supongamos que u es una funcién positiva y diferenciable de x. Entonces

d | du
{E(ln ll) = L_I-CTXJ

Demostracion Por la regla de la cadena,

d d du | du
d—x(ln Ll) = d—u(ln Ll) d_r = ; d_x
Por ejemplo, i[ln(] +x%)] = 1 - 2x = o para todo x
dx 1 +x2 1 + x2
d | 3 1
sl — ’ o tod > — =,
y dx[ln(l + 3x)] T 3x 3 T 3x para todo x -
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Ejemplo 1 Hallar el dominio de f'y calcular f"(x) si

Ax) = In(x/4 + x?).

Solucién Para que x pertenezca al dominio de fha de verificar x./4 + x2> 0, luego x> 0. El
dominio es el conjunto de los nimeros positivos.
Antes de diferenciar f haremos uso de las propiedades especiales del logaritmo:

fx) = In(xJ/4+x%) = Inx+In[(4+x%)"2] = Inx+ 3 In(4 +x2).

Segun esto, tenemos

1 1 | | X 4 + 2x?
= -+ 2x = =+ = —
S x 2 a+x2 T X a4n2 x(4 +x?)
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Ejemplo 2 Dibujar la grifica de Ax) = In |x].

Solucién El dominio de f son todos los nimeros x # 0 y fes una funcién par: f(—x) = f(x)
para todo x # 0. Luego, la grafica tiene dos ramas:

[y=1n(—x), x<0] y [.V=1nx, x>0’]

y es simétrica respecto del eje y. Como vimos en la seccion anterior, la graficade y =In x, x>0
es como se muestra en la figura 7.3.1. Por simetria, la grifica de y = In (—x), x <0, es la imagen
especular de y =In x, x>0, en el eje y. La figura 7.3.2 muestra la grafica de y = In Ixl.

YA A\
y=Inx y=1In (—x) y=Inx
1 i x
y=In|x
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Ejemplo 3 Demostrar que

| —

(7.3.2) a%c(ln lxl) = para todo x # 0.

X

Solucion Para x>0,

d _d 1
d—x(ln Ix]) = Ec(ln X) = =

Para x <0, tenemos que |x| =—-x> 0, luego

d d I o B
L) = Slin(-x)] = - () = (-—;)(— D=
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Se deduce ahora que si u es una funcién diferenciable de x, para u # 0 se verifica

d 1 du
Ec(lﬂ |u\) = 5
Demostracion
d o d du 1 du
ch(ln |u|) E(ln M);& st dic’
He aqui dos ejemplos:
i Y = 1 i DO — 3x?2 _ 3x2
a’x(ln|1 xl)_l—x-”dx(l x)—l—x3_x3—l°
d 1 d d | 1
2y X_) = e 10— i e — o]y = 1
dx(nx_z dx(lrl e —11) dx(ln ~21) x-1 x-2
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Ejemplo 4 Seaf(x)=xInx.

(a) Especificar el dominio de f'y hallar los puntos de interseccion con los ejes de coordenadas,
si existen. (b) ;En qué intervalos es f creciente? ;Y decreciente? (c) Hallar los valores extre-
mos de f. (d) Determinar la concavidad de la grafica y hallar los puntos de inflexion. (e) Re-
presentar la gréfica de f.

Solucion Dado que las funciones logaritmicas sélo se definen para nimeros positivos, el
dominio de fes (0, ) y no hay ordenada en el origen. Dado que f(1)=1-In1 =0, 1 es un
punto de corte con el eje x.

Diferenciando f, tenemos

i) = x-%+lnx = 1+ Inx.
Para hallar los puntos criticos de f, hacemos f’(x) = O:

l+Inx =0, Inx = -1, X = (comprobarlo).

Q|-
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Recordando que la funcion logaritmo es creciente en (0, c0) y que In x — —eo cuando x — 0"y
In x = oo cuando x — oo, tenemos

fls ————- O+++++++++++++++++++++++
| | | | ”
1 2 X

1
€
decrece crece

Por tanto, f decrece en (0, 1/e] y crece en [1/e, «0). Por el criterio de la derivada primera,

fl/e) = éln(l) = i

e

L 0,368
e
es un minimo local y absoluto de f.
Dado que f"(x) = - > (0 para x > 0, la gréfica de f es concava hacia arriba en (0, e<); no
hay puntos de inflexion.

Se puede comprobar numéricamente que lim xIn x = 0 (ver ejercicio 30, seccién 7.2) y

x—0"
que x In x = oo cuando x — co. Ademds, lim f(x) = lim (1 + Inx) = —eo,
x—0* x—0*
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f(x)=xInx
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Ejemplo 5 Sea
x4
f(X) = ln(le)

(a) Especificar el dominio de f. (b) ;En qué intervalos es f creciente? ;Y decreciente? (c) Ha-
llar los valores extremos de f. (d) Determinar la concavidad de la grafica y hallar los puntos de
inflexion. (e) Bosquejar la grafica indicando las posibles asintotas.

Soluciéon Dado que la funcién logaritmo sélo estd definida para los niimeros positivos, el

dominio de f es el intervalo abierto (1, eo).
Usando las propiedades especiales del logaritmo, podemos escribir

fix) =Inx*-In(x-1) =4Inx-In(x-1).
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LLa diferenciacidén nos da

i - ¥ L 3X—#
S = x x=1  x(x-=1)
4
iy o & 1 =—(x—2)(3x—2)
S = x2+(x—1)2 x2(x-1)2

Dado que el dominio de fes (1, e0), s6lo consideraremos valores de x mayores que 1. Entonces
f’(x) =0 en x = 4/3 (punto critico) y

fli —————— 0+ + + + + + + + + +
| | | -
£ 1 4 2 x
decrece ° crece
TABLA 7.2.1

Luego fes decreciente en (1, 5] y creciente en [, o). x heil & d6s
& _ 1 000 | 6 1,79
3 1,00 [ 8 208
es un minimo local y absoluto. No existen mds valores extremos. 4 139 | 9 220
5 161 | 10 230
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Para comprobar la concavidad, tenemos que f”(x) = 0 en x = 2 (ignoramos el cero en 2/3
porque 2/3 < 1). El mapa de signos de f” es

" ++++++++++++++++++++0-————————
I |
grafica: 1 ) _ . 2 ) _ _
céncava hacia arriba céncava hacia abajo

Y

Por tanto, la grafica es concava hacia arriba en (1, 2) y concava hacia abajo en (2, o). El punto

(2,2)) = (2,4In2)=(2,2,77)
es el tnico punto de inflexion. n In n n In n

Antes de bosquejar la grafica, observemos que la derivada ; 8’(6’8 f’/ :gz
3 110 | 8 208

(x) = 4 1 4 139 | 9 220

x x-1 5 161 10 2.30

posee un valor negativo muy grande para x préximo a 1 y un valor muy préximo a 0 para x
grande. Esto significa que la gréfica es muy empinada para x proximo a 1 y muy allanada para
x grande. Ver la figura 7.3.4. La recta x = 1 es una asintota vertical: f(x) — oo cuando x — 1.
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punto de inflexion

valor minimo = 2.25
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Integracion

La expresion integral de (7.3.2) es

J%=ln|x|+c, x#0.

Las integrales de la forma

g()
Ve

dx pueden reducirse a J‘%‘

haciendo
# = g(x) du = g'(x) dx.

Asi, tenemos una importante generalizacion de (7.3 4):

jg(x)dx il e emian
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Ejemplo 6 Calcular J dx.
jemplo 6 Ca 1 —4x3
Soluciéon Observemos que x? es la derivada de 1 — 4x3, salvo un factor constante. Por tanto,
hagamos
= 1 -4x3, du = — 12x2 dx.
x* _ lopdu _ 1 3 3
1_4x3dx— B ——1—21n|u|+C —lzln|1—4x|+C
6x2 + 2
Ejemplo 7 Calcular J‘2 = dx.
x> +x+1
Solucion Sea
u=x3+x+1, du = 3x2+ 1.
Hizg=1lli=didfix=2,=1].
6x2% + 2 11 du n B 11
vﬁx3+x+l = 2[;'< = 2[Inful]} = 2(In11-1n 3) = 2ln(?).
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Ejemplo 8 Calcular Jll];{c dx.

Solucién Observemos que 1/x es la derivada de In x. Por tanto, hacemos

= Inx, du = - dx
X
y
In x
J— dx = Ju du = ;u>+C = j(Inx)2+C.
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Integracion de funciones trigonométricas

En la seccion 5.5 vimos que

cos x dx = senx + C, Isenxdx=—cosx+C,
sec?x dx = tan x + C, J'coseczx dx = -cotx+C,
sec x tan-x dx = sec x + C; jcosecx cot x dx = —cosec x + C.

Ahora que nos hemos familiarizado con la funcién logaritmo natural, podemos afadir a la lista
cuatro formulas basicas mas.

(tan x dx = —In|cos x| + C = In|sec x| +C,

(cot x dx = In|sen x| + C,

.

(sec x dx = In|sec x + tan x| + C,

cosec x dx = In|cosec x — cot x| + C.
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jtanxdx

Jcot x dx

2010

J-senxdx

COS X

(% = _mlu)+C

—In|cos x| +C = In I l+cC
COS X

In|sec x| + C.

FCOS X

dx
J sen x
%‘ = In|u| + C = Inl|sen x| + C.
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i sec x + tan x
Jsec xdx = jsec X

sec x + tan x

[hacer u = sec x + tan x, du = (sec x  tan x + sec’ x) dx]

csec x tan x + secx
= dx
sec x + tan x

i g In|u| + C = In|sec x + tan x| + C.
Ju

Sélo la experiencia nos sugiere multiplicar el numerador y el denominador por sec x + tan x.

La deduccién de la formula para Jcosec x dx se deja para el lector.
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CSC X —cot X J‘CSCZ X —CSC X COot X

jcsc Xdx = I CSC X dx =
CSC X — Cot X CSC X — Cot X

dx
U = CSc X —cot X = du =[—csc x cot X — (—csc” x)]dx = (csc” x —csc x cot x)dx

— .fcscxdx: jt—uzln|u|+C =In|cscx—cot x|+C

73. Demostrar que Jcoscc xdx = In|cosec x — cot x| + C mediante
los métodos de esta seccion.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 20
Céalculo Integral :: C7/S3



Ejemplo 9 Calcular Jcot 7Tx dx.
Solucion Hacer

i = WK, du = nwdx.

Icot wx dx = lJ‘cot udu = llnlsen ul+C = 1lnlsen x| + C.
T T /1

Observacion El cambio de variable simplifica muchos calculos, pero, con experiencia, se
pueden llevar a cabo muchas integraciones sin usarlo.

Ejemplo 10 Calcular Ig/g sec 2x dx.

Solucion Es facil comprobar que ;In|sec 2x + tan 2x| es una antiderivada de sec 2x. Luego

/8

J‘n/8 sec 2x dx = ;[In|sec 2x + tan 2x]] »

0

= HIn(J2+1)-1n1] = !In(/2 + 1) =0,44.
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Cuando el integrando es un cociente, vale la pena comprobar si la integral puede escribirse
en la forma

@
-
2
sec<3x
Ejemplo 11
jemp Calcular T ity O
Solucion Hacer
u = 1+ tan 3x, du = 3sec?3x dx.
2
sec<3x du
= i|— = jln|ul + C = {In|1 + tan 3x| + C.
1 + tan 3x u
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Diferenciacion logaritmica

Para diferenciar un producto con muchos factores  g(x) = g,(x)g,(x)...g,(x)

podemos escribir primero In [g(x)| = In(|g,(x)||g2(x)]|...|g,)|)
= In|g,(x)| + In|g,(x)| + -** + In|g,(x)|

g _ 8w & . &W

y luego diferenciar

gx) g x) g g,(x)
L ; gix) gh(x) 2,(x)
LLa multiplicacién por g(x) nos da &) = (x)( - + 0+ )
? s w . g1(x) gx) g,(x)
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El procedimiento mediante el cual hemos obtenido g’(x) se llama diferenciacion logaritmica.
La diferenciacién logaritmica tiene validez en todo punto x tal que g(x) # 0. En los puntos x para
los cuales g(x) = 0, no tiene sentido.

Un producto de n factores

gx) = g,(x)gy(x)---g,(x)

también puede derivarse mediante la aplicacion repetida de la regla del producto (3.2.5). La
gran ventaja de la diferenciacién logaritmica es que proporciona una férmula explicita para la
derivada, una férmula facil de recordar y comoda para trabajar con ella.
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Ejemplo 12 Dada la funciéon g(x) = x(x — 1)(x = 2)(x — 3), hallar g’(x) parax#0,1,2,3.

Soluciéon Podemos escribir g’(x) aplicando directamente la férmula 7.3.7:

g/(x) - x(x—l)(x—z)(x_3)(%+x1 1 +x12+xi3)'

O podemos repetir el procedimiento que nos ha llevado a establecer la féormula 7.3.7:
In|gx)| = In|x|+In|x—1]+1In |x-2| +In |x - 3|,

g _ 1 1 1 1
o) % x—1 x—2 x-3

2'(x) = x(x_l)(x—Z)(x—3)Gc+x11+x12+x13)'

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 25
Céalculo Integral :: C7/S3



(x2 + 13 (2x - 5)2

’ 5
2757 , hallar g’(x) parax# 5 -

Ejemplo 13 Dada la funcién g(x) =

Solucion Nuestro primer paso consiste en escribir
gx) = (x2+1)’(2x—5)%(x2 + 5)2.

Luego, de acuerdo con la férmula (7.3.7),

2'(x) = (x2+ 1Y (2x - 5)?13(x% + 1)2(2x) 4 22x-5)(2) . (=2)(x2 + 5)‘3(2x)}
(2+52 L (2+1P  (2x-5p (x2+5)°2
_ (x2+ 1Y 2x-5)?%( 6x 4 4x )
(x2+5)2 \x2+1 2x-5 x245)
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Equivalentemente, utilizando las propiedades basicas enunciadas en (7.2.10), tenemos
In|g(x)l = In(x2+ 1)} + In(2x-5)2 - In(x2+ 5)2
= 3ln(x2+1)+2In|2x- 5| - 2In(x2 + 5).

(En los términos primero y tercero hemos omitido valores absolutos porque x>+ 1 y x2+ 5
son positivos para todo x.) Entonces

g _ 3(2)5)+ 2(2) 2(2x)
gx) x2+1 2x-5 x2+5

y por tanto

6x " 4 B 4x)
241 2x-5 x2+45

g'(x) = g(x)(x

como habiamos visto anteriormente.
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