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7.4 LA FUNCION EXPONENCIAL

Las potencias racionales de e ya tienen un sentido establecido: ¢ ”'¢ es la raiz g-ésima de la po-
tencia p de e. ;Pero qué sentido podemos dar a e'? 0ae™
Hemos demostrado ya que toda potencia racional e”/¢ tiene p/q como logaritmo:

(7.4.1) In eP/q = g.

La definicion de e® para z irracional viene inspirada por esa relacion.

DEFINICION 7.4.2

Si z es irracional, designaremos por e © al inico niimero cuyo logaritmo es z:

Ine? = z.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 2
Célculo Integral :: C7/S4




. Qué significa e”29 Es el tnico nimero cuyo logaritmo es /2. . Qué significa ¢™? Es el
unico nimero cuyo logaritmo es 7. Obsérvese que ¢* posee ahora un significado para todo va-
lor de x: es el dnico nimero cuyo logaritmo es x.

DEFINICION 7.4.3

La funcion

Eix)=se” para todo x real

recibe el nombre de funcion exponencial.
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A continuacion damos algunas propiedades de la funcién exponencial:

(1) En primer lugar

Ine* = x para todo x real.

Escribiendo L(x) =In x y E(x) = e”*, tenemos

L(E(x)) = x para todo x real.

Esto significa que[la funcion exponencial es la inversa de la funcion logaritmo.]

(2) La grafica de la funcion exponencial aparece en la figura 7.4.1. Puede obtenerse a partir de
la grafica de la funcion logaritmo por simetria respecto de la recta x = y.

(3) Dado que la grifica de la funcién logaritmo permanece a la derecha del eje y, la gréfica de
la funcién exponencial se sitda por encima del eje x:

e para todo x real.
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(4) Dado que la gréfica de la funcién logaritmo corta el eje x en (1, 0), la gréfica de la funcion
exponencial corta el eje y en (0, 1):

[1111:0 da eo=l.]

(5) Dado que el eje y es una asintota vertical para la gréfica de la funcién logaritmo, el eje x es
una asintota horizontal para la grafica de la funcién exponencial:

[ex—>0 cuando x——)—oo.]

(6) Dado que la funcién exponencial es la inversa de la funcién logaritmo, la funcién logaritmo
es la inversa de la funcién exponencial; es decir que tenemos

elnx — x paratodox> 0

Se puede comprobar esta igualdad directamente observando que ambos miembros tienen
el mismo logaritmo:

[ In(el"*) = In x ] dado que, para todo 7 real,In e’ = 1.
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Sabemos que en el caso de exponentes racionales se verifica
elq+ris) = eplq. orls

Esta propiedad se verifica para todos los exponentes, incluidos los irracionales.

TEOREMA 7.4.7

[ea b= gt . g" para a y b reales cualesquiera.]

Demostracion
In(e?-e?) = Ine?+Ine® = a+b = In es+?.

Dado que el logaritmo es una funcién inyectiva tenemos que

ea+b — ea. eb.

. 1 ea
Dejamos al lector demostrar que | e™? = o y i b e .
e e
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TEOREMA 7.49
La funcién exponencial es su propia derivada: para todo x real,

{ C%C(ex) & e".]

Demostracion La funcion logaritmo es diferenciable y su derivada no toma nunca el valor
0. Se deduce del teorema 7.1.9 que su inversa, la funcién exponencial, también es diferencia-
ble. Sabiendo esto podemos demostrar que

a%c(e-‘) = ¢* diferenciando la identidad In e* = x.
Para el término de la izquierda, la regla de la cadena nos da
d P N
~(lnev) = ~ (e
. G B d
La derivada del término de la derecha es 1: d—( x) = 1,
: 1 4. . B .
Igualando esas derivadas obtenemos — —(¢¥) = 1| luego — (&¥) = e*.
ex dx dx
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Nos encontraremos a menudo con expresiones de la forma e” donde u es una funcién de x.
Si u es diferenciable, la regla de la cadena da

._...( u) Zz |
Demostracion
o= et - ot
Ejemplo 1
(a) di(exu) = gk = Lok
) L(e) = et L(Jx) = eﬁ(zﬁ) oy

d -x2) — —.\'Zi . |, S—s 7 S — . Dy p—X2
(c) J):_(e ) = e dx( xX*) = e¥*(—2x) = —2xe

o d d
Larelacion —(e¥) = e* —(ek*) = kekx
dx ) Y dx(
tienen importantes aplicaciones en ingenieria, fisica, quimica, biologia y economia.
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Ejemplo 2 Sea
para todo x real.

(a) (En qué intervalos es la funcion f creciente? ;Y decreciente? (b) Hallar los valores extre-
mos de f. (c) Determinar la concavidad de la gréfica y hallar los puntos de inflexion. (d) Bos-
quejar la grafica indicando las asintotas, si las hay.

Solucion Tenemos
fx) = xe™,
fx) = xe*(=1)+e™* = (1 -x)e™,
fx) = (1-x)e*(-1)-e™* = (x—2)e™.

Dado que ¢* > 0 para todo x real, solamente tenemos f’(x) = 0 en x = 1 (punto critico). El
signo de f” y el comportamiento de f son

[ ++++t+tt+tdtttd bt F e e e
| | :
i i 0 1 X
crece decrece
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La funcion crece en (—eoo, 1] y decrece en [1, o). El nimero

1
2402

—_~

= 0,368

AD =

Q|-

es un maximo local y absoluto. No existen otros valores extremos.
Consideremos ahora f”. El signo de f” y el comportamiento de la grifica de f son

flim. ——————————r e ———— 0 +++++++++
| | | "
grafica: 0 1 2 b
céncava hacia abajo céncava hacia arriba

La grafica es concava hacia abajo en (—eo, 2) y cOncava hacia arriba en (2, ). El punto

Z

(2 A42)) = (2,26‘2)5(2,(27)2

) =(2,0,27)

es el unico punto de inflexion. En la seccion 10.6 demostraremos que f(x) = x/e* — 0 cuando
x — oo. Aceptando este resultado, se deduce que el eje x es una asintota horizontal. La grafica
esta representada en la figura 7.4.2.
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asintota horizontal
y=0

’ .l (_-"T } =Xeée —X
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Ejemplo 3 Sea para todo real x.

(a) Determinar la simetria de la grafica y las asintotas, si las hay. (b) ;En qué intervalos es f
creciente? ;Y decreciente? (¢) Hallar los valores extremos. (d) Determinar la concavidad de la

grafica y hallar los puntos de inflexién. (e) Representar la grafica.

NOTA: Esta funcién tiene un papel muy importante en los campos matematicos de la proba-
bilidad y la estadistica. Como veremos después de completar los puntos (a)-(e), su gréfica es la
familiar curva en forma de campana.

Solucién Dado que fi—x) = e 9?2 = ¢*"2 = fix), fes una funcién par cuya grifica
es simétrica respecto del eje y. Cuando x — +oo, e~**/2 — 0. Por tanto, el eje x es una asintota
horizontal. No hay asintotas verticales.

Derivando f, obtenemos f(x) = e¥2(—x) = —xe ¥

(x) = —x(—xe*2)—e 2 = (x2-1)e "2,

Dado que e **/2 >0 para todo x, tenemos que f'(x) = 0 solamente en x = 0 (punto critico). El
signo de f” y el comportamiento de f son

f'r +++++++++++++++ OO ———————— =

I | | i

f: 0 B
crece decrece
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Asi, fes creciente en (—oo, 0] y decreciente en [0, o). El numero
RKO) = & = 1

es un maximo local y absoluto. No hay otros valores extremos.
Consideremos ahora f”(x) = (x2—1)e~*2, El signo de f” y el comportamiento de la

grafica de f son

§ 71 defajurlehdpdf) sesmmsr o O+++++++
@ @ ® -
grafica: —1 0 1 céncava x
céncava punto concava punto hacia
hacia de hacia de arriba
arriba inflexion abajo inflexiéon

La gréfica de fes concava hacia arriba en (—eo,—1) y (1, e0), es cOncava hacia abajoen (-1,1) y
los puntos (-1, e "?) y (1, e"/?) son puntos de inflexién.
En la figura 7.4.3 se muestra la gréfica de f.
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La version integral del teorema 7.4.9 toma la forma

J edx = e+ (.
En la practica, jeg(x)g’(x) dx se reduce a Ie“ du
haciendo u = g(x), du = g'(x) dx.

Luego, tenemos una importante generalizacion de (7.4.11):

jeg(x)g’(x) dx = eg® + C.
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Ejemplo 4 Hallar
[oe ax.

Solucion Sea
i = 3, du = 3 dx.
j9e3x dx = 3jeu du = 3e*+C = 3e3% 4+ C.

Si uno se da cuenta desde el principio que

Je3x = dix(ebc),

entonces puede ahorrarse el cambio de variable y simplemente escribir

j9e3x dx = 3J’3e3x dx = 3e3 + C.

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE

Célculo Integral :: C7/S4

17



— dx.

Jx
Ejemplo 5 Hallar J =

Solucion Sea u = .J/x, du = — dx.

2&

jeﬁ dx = 2jeu du = 2e*+C = 2e*+ C.

Si uno se da cuenta que

() = et

entonces puede ahorrarse el cambio de variable e integrar directamente

jeﬁ - 2j (ﬁ) dx = 2ed*+ C.
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Ejemplo 6 Hallar

j;j - dx

Soluciéon Podemos poner esta integral en la forma

du
U
haciendo
u = e3x+1, du = 3e3* dx.
Entonces
Ax
e du
| dx = H% = lnju/+ C = lin(e3* + 1)+ C.
e3x + 1 u
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Ejemplo 7 Las integrales que implican xe *"/2 también desempefian un importante papel en
probabilidad y estadistica. Evaluar

JS2In 3
J.o 12 xe=*12 dx.

Solucion Hagamos
U = —:x2, du = —x dx.

Enx=0,u=0;enx= A2 In 3, u=-In 3. Por lo tanto,

wWIN
.

U]

J21n 3 ~In 3
Jo "2 xe=x*2 dx =—J.0 "Cetdu = —[e*]gh3 = 1-e 3 = 1-
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Ejemplo 8 Evaluar
j:) eX(e* + 1)1 dx.

Solucion Hagamos
u = e*+1, dii = é* dx.

Enx=0,u=2enx=1,u=¢e+ 1.Luego

g1

J‘(l) ex(e* + 1)1/5 i = J‘;+lu1/5 du = [%uwsl - g[(e_,_ 1)6/5_26/5].

Observacion El cambio de variable simplifica mucho los cdlculos, pero cuando el lector
tenga mas experiencia comprobard que en muchos casos se puede llevar a cabo la integracion
mas rapidamente sin utilizarlo.
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