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7.5 POTENCIAS ARBITRARIAS; OTRAS BASES

Potencias arbitrarias:[la funcion f(x) = x’]

La nocion elemental de exponente so6lo se aplica a los nimeros racionales. Expresiones tales
como

105, 213, 7-4/5  g-ln
tienen sentido, pero hasta ahora no hemos dado ningtin significado a expresiones tales como
1042, 27 7-B, ge.

La extension de nuestro concepto de exponente al caso de los exponentes irracionales puede
hacerse convenientemente mediante las funciones logaritmo y exponencial. La clave estd en
observar que para x > 0 y p/q racional

xp/q - e(P/Q)lnx .

(Para verificar esto, tomar el logaritmo de ambos miembros.) Para definir x * para z irracional,

basta hacer
xZ = ezlnx
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Tenemos entonces el siguiente resultado:

st x > 0, entonces |
x" = e”mx paratodo r real.

En particular

10¥2 = eV2In10 27 — gnln2 7-J3 = o-BB7 ge — gelnm
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Con este concepto generalizado del exponente, las leyes habituales de los exponentes

siguen siendo validas:

x'+s = e(r+s)lnx - erlnx X eslnx - xrxs’
rin x ¥
x'—5 = e(r=s)lnx — prinx . o-slnx — € — adl
esinx xS’

r — pSNXt — orsix — s
(XY = @ = € = X,
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En el capitulo 3, seccién 3.7, demostramos que d(x?)/dx = pxP—! para cualquier nu-
mero racional p. Podemos extender este resultado a potencias arbitrarias. Para cualquier nu-
mero real r:

. % (x’) = rx ,,‘_1 para to 4 x> 0.
Demostracion
i r _i rinx) — rlnx_c_i_ e ko r—1
dx(x)—dx(e )= e dx(rlnx)—xx—rx .

También se puede escribir f(x) = x " y usar diferenciacién logaritmica:

Infix) = rinx

& _r

flxy x

_rfx) _ X" _
fO) =~==-—=rx
Por ejemplo, i(xﬁ) = 2x2-1, i(x”) = Pl
dx dx
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Si u es una funcion diferenciable de x, por la regla de la cadena,

d )y r— 1 du
'dx(u ) = dx’
Demostracion
PN i r Cﬁ’_‘ i r—1 cil’_l
(u ¥ = (u 3 = ru T

Por ejemplo,

L2 +5)5] = a2+ 5B12x) = 2.3 x4 551,
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Cada formula de derivada da lugar a una férmula integral equivalente. La forma integral de
(7.9.3) €5

+C, para r #—1.

Ejemplo 1 Hallar

Soluciéon Hagamos
u=2x*+1, du= 8x3dx.

_1@ 3 (ul n) (2x4+1)1—7r
I(2x4+1)”dx_8u”_ ) T S g o
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Ejemplo 2 Hallar c—;i’-[(x2 + 1)3*].
X

Solucion Una manera de hallar esta derivada es observando que (x2 + 1)3% = ¢3r G +1) y
luego diferenciando:

di;[(x2+ 1)3x] = 1[633‘ ln(x2+])] = e3x 1n(x2+1)|:3x,

dx

S 43 ln(x2+1)]

2
(x2 + 1)3{ ff - +3 In(x2 + 1)].
X

Otra manera consiste en hacer f{x) = (x?>+ 1)3% y recurrir a la diferenciacién logaritmica:

In fix) = 3x-In(x2+1)

f& _ 3x-—2£—+[ln(x2+ D3) = 6x21 +3 In(x2+1)

fx) x2+1 x2 +
” 6x? 2
1) _f(x)[x2+ - +3 In(x? + 1)]

2
= [ty 1)3{%1 +3 In(x2 + 1)}.
N
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[Base p: la funcion f(x) = p"]

Para formar la funcion f(x) = x” tomamos una variable x y la elevamos a una potencia cons-
tante . Para formar la funcion f(x) = p*, tomamos una constante positiva p y la elevamos a una
potencia variable x. Dado que 1" = 1 para todo x, la funcién sélo tiene interés sip # 1.

Las funciones de la forma f(x) = p* se llaman funciones exponenciales con base p.1La gran
importancia del nimero e de Euler proviene del hecho que

d XYy — pX
d—x(e)—e.

Para otras bases la derivada tiene un factor suplementario.

d X — X
=P = pinp.

Demostracion p
—(p*) = —(eXInp)y = pxInp = pX
= ) dx(e j= @ Inp = p*Inp.

Luego, por ejemplo,

d X -— X _d_ X - X
a(z ) = 2¥1n2 y dx(lO) = 10*In 10.
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Si u es una funcién diferenciable de x, por la regla de la cadena,

d u — u d_u
z-x(p ) _p lnp dx'

Demostracion

d, o _ 4, ndu _ du
Ec(p)—du(p )dx_p D dx’

Por ejemplo %(2“2) = 23*(In 2)(6x) = 6x 23%° In 2.

Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Céalculo Integral :: C7/S5

10



La forma integral de (7.5.6) es

Ipxdxzi-r-l!-;)x+C, n>0.pxl.

1

Por ejemplo, [2" dx = = 22" + C.
Ejemplo 3 Hallar jxs—xz dx.
Solucién Hagamos
u = —x2, du = —2x dx.
J‘JCS"‘2 dx = —%J5“ du = —%(ﬁ)5“+ G = 2_1111 55"‘2+ .
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Ejemplo 4 Evaluar J'1232x—1 dx.

Solucion Hagamos

u =2x-1, dit = 2 dx.

Enx=l,u=l;enx=2,u=3. Luego

2 i 3 1 1
32ty = L [*3%du = [-—-—
Jl % Ji 2lln 3
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" In 3

= 10,923.

12



[Base p: la funcién f(x) = Iogp x]

Sip>0,entonces Inp’ = tlnp para todo ¢.
: .3 o In p?
Si p también es distinto de 1, entonces In p # 0 y tenemos 1 =
np
C ., In x ) .,
Esto indica que la funciéon  f(x) = ln_p’ x>0, satisface la relacion
fiph) =t para todo ¢ real.
A la vista de este hecho, llamaremos a ﬁ:—; el logaritmo de x en base p
y escribiremos parap>0,p#1,
In x
log x = —, x>0
&p Inp ’
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Por ejemplo,

o 32_1n32_ln25_51r12
822 = 2 "2 = 2

=5

In(m) _ In10-' _ —1In10 _
In100 In102 2Inl10

10g100(%) =

1
-

Podemos obtener estos mismos resultados de manera mas directa a partir de la relacién

log,p’ = 1.

De acuerdo con esta expresion tenemos

2010

Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE
Céalculo Integral :: C7/S5

14



Diferenciando (7.5.9) se obtiene

e 1
&

Cuando p es e, el factor In p vale 1 y tenemos

|

d
Eg(logex) = -,

Al logaritmo de base e, In = log,, se le llama “logaritmo natural” por ser el logaritmo cuya de-
rivada tiene la expresién maés sencilla.
Si u es una funcién positiva y diferenciable de x, entonces, por la regla de la cadena,

o b b
: ) 1 ; 1
T La funcién fix) = log,(x) verifica fx) = S [y = e
Esto significa que, en general - Flx) = %{f 1.
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Ejemplo 5 Hallar () %[10g2(3x2+1)] y (b) %(logﬂxl).

Solucion
(a) Utilizando (7.5.12), tenemos

d 1 du 6x
—[log,(3x2+1)] = : = :
dx[ g or+ L) 3x2+1)In2 dx (3x2+1)In 2

Alternativamente, podiamos haber utilizado la definicién de log, x dada por (7.5.9):

d : _drl@GBx2+H7_ 1 1
T [logy(3x2+ 1)] = dx[ S J =52 Ge
_ 6x
(3x2+1)In 2
2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 16

Céalculo Integral :: C7/S5



d
(b) Zx(logﬂxb-

(b) Aqui es mas facil utilizar (7.5.9):

4 (log, |+f) = £[0B) -
dx &5 T dxlIn5] xIns

No es necesario considerar la forma integral complementaria de (7.5.11), dado que la integral

_[ 1 dx=—1——J.1dx=ln|x|+C
xInp In pJx In p

se puede expresar en términos de log, utilizando (7.5.9), si se desea.
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