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7.8 SENO Y COSENO HIPERBOLICOS

Ciertas combinaciones de las funciones exponenciales €' y e son tan frecuentes en las aplica-
ciones matematicas que reciben nombres especiales. El seno hiperbdlico (senh) y el coseno hi-
perbdlico (cosh) son las funciones definidas por

senh x = 3(e*—e™). cosh x = j(e*+e™).

Las razones de tales nombres quedaran justificadas mas adelante.

Como

d d _

E(senh X) = a[%(e" —e™)] = i(e*+e™)

y
d d .
a;c(cosh x) = E[%(e" +e™¥)] = 3(e¥—e™),
tenemos i(senh x) = cosh x —al(cosh x) = senh x.
dx : dx

Resumiendo, cada una de estas funciones es la derivada de la otra.
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Las graficas

Comenzamos con el seno hiperbdlico. Puesto que

senh(—x) = %(e‘x—ex) = — %(ex—e‘x) = —senh x,

el seno hiperbdlico es una funcion impar. Luego su grafica es simétrica respecto del origen.
Dado que

C%C(senh x) = coshx = 3(e*+e™)>0 para todo x real,

el seno hiperbolico siempre es creciente. Dado que
A2

d ¢ % —X
cgz(senh x) = —(cosh x) = senh x = 5(6 —ig™¥),

dx

, , negativa, para x<0
podemos ver que d—z(senh X)€s 1 0, en x=0
X

positiva, para x>0,

Luego la grafica es concava hacia abajo en (— o0, 0) y cOncava hacia arriba en (0, o). El puntc
(0, senh 0) = (0, 0) es el unico punto de inflexion. La pendiente en el origen es cosh O = 1. Er
la figura 7.8.1 esta representada esta gréfica.
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y =senh x
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Ocupémonos ahora del coseno hiperbdlico. Puesto que
cosh(— x) = j(e*+e¥) = — j(e¥+e*) = cosh x,

el coseno hiperbdlico es una funcion par. Luego su gréifica es simétrica respecto del eje y.
Dado que

—C—i—(cosh ) = senhx,
dx

negativa, para A

podemos ver que C%C(cosh X) €8 4 0, en x=0

positiva, para x>0.

.

Luego la funcion decrece en (—oo, 0] y crece en [0, o). El nimero
cosh0 = J(e®+e0) = 3(1+1) =1

es un minimo local y absoluto. No existen otros valores extremos. Puesto que
d? d

P(COSh x) = —(senh x) = coshx>0 para todo x real,
X x

d

la grafica siempre es concava hacia arriba. (Figura 7.8.2.)
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En la figura 7.8.3 hemos representado las gréficas de tres funciones

y = senh x = %(ex—e‘x), i cosh x = %(ex.{.e—x)_

Dado que e * > 0, se deduce que
q q
senh x < %ex < cosh x para todo x real.

Aunque marcadamente diferentes para las x negativas, estas funciones son casi indistinguibles
para las x positivas grandes. La razén es que e * — 0 cuando x — oo.

=Y

y =senh x




Aplicaciones

Las funciones hiperbélicas tienen muchas y variadas aplicaciones en ciencia e ingenieria. Quizas
la aplicacién mejor conocida es la utilizacion de la funcion coseno hiperbolico para describir la
forma de una cadena o un cable flexibles suspendidos entre dos puntos. Por ejemplo, imaginemos
un cable telefénico o una linea de alta tension que se comban por su propio peso (figura 7.8 .4).
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Supongamos que tenemos un cable flexible de densidad uniforme suspendido entre dos
puntos de igual altura. Si introducimos un sistema de coordenadas x-y de manera que el punto

mas bajo del cable se encuentre sobre el eje y (figura 7.8.5), se puede demostrar que la forma
de la curva y = f(x) debe verificar la ecuacién diferencial

2y 1 a’y)z
3 i *(dx ’

donde a es una constante que depende de la densidad del cable y de la tensién o fuerza hori-
zontal en sus dos extremos.
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En los ejercicios se pide demostrar que

X :
y = a cosh (—] + C

a

es una solucidn de esta ecuacion diferencial. La grafica de esta solucion se llama catenaria.

!

y = a cosh (f—i) + (b —a)

\
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El Arco de la Puerta del Oeste de St. Louis (Missouri, Estados Unidos) tiene la forma de
una catenaria invertida (figura 7.8.6). Mide 192 metros de altura en su centro y también mide
192 metros de anchura en su base. El valor de la constante a para este arco es aproximadamente
39 y su ecuacion es

y = =39 cosh (x/39) + 231.
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Identidades

El seno y coseno hiperbdlicos satisfacen identidades similares a las que satisfacen las funcio-
nes seno y coseno ‘“circulares”.

cosh?t —senh?t = 1,
senh(z+s) = senh 7 cosh s + cosh ¢ senh s,
cosh(z+s) = cosh ¢ cosh s + senh 7 senh s,

senh 2¢ = 2 senh ¢ cosh ¢,
cosh 2¢ = cosh?t + senh?t.

La comprobacién de estas identidades se deja al lector como ejercicio.
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Relacion con la hipérbola x* - y* = 1

El seno hiperbélico y el coseno hiperbélico estan relacionados con la hipérbola x* —y* =1 de
la misma manera que el seno y el coseno “circulares” estdn relacionados con la circunferencia
2+y*=1:
1. Para cada ¢ real

cos?t + sen?t = |,

luego el punto (cos t, sen 7) estd sobre la circunferencia x*> + y> = 1. Para cada 1 real,
cosh?f —senh?t = 1,

luego el punto (cosh 7, senh 7) esté sobre la hipérbola x* — y* = 1.
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P(cosh t, senh 1)
(cos ¢, sen t) P
P..-f____.-"
. 0 E
0 (1,0) &
area del sector circular = %r area del sector hiperbélico = %r

2. Paracadaren [0, 27] (ver la figura 7.8.7), el nimero ! r da el drea del sector circular limitado
por el arco circular que empieza en (1, 0) y termina en (cos ¢, sen £). Como demostraremos
mas abajo, para cada ¢ > 0 (ver la figura 7.8.8), el nimero ! ¢ da el drea del sector hiperbélico
limitado por el arco hiperbélico que comienza en (1, 0) y termina en (cosh ¢, senh 7).
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Demostracion Sea A(?) el drea del sector hiperbélico. No es dificil ver que
[A(t) = jcosh 7 senh t—J“l:OShtA/x2 —1 dx. J
El primer término, ; cosh 7 senh 7, nos da el area del rectangulo OPQ, y la integral

J‘coshtm i
1

nos da el area de la regién no sombreada del tridngulo. Queremos ver que

A@t) = 5t para todo ¢ > 0.
Lo haremos demostrando que

A'(H) = para todo > 0 y A0) = 0.

1
2

Diferenciando A(7), obtenemos

’ _— i i . 1 cosh ¢ 5
A1) = 2[cosh tdt(senh t) + senh tdt(cosh t)jl 7 (Jl Nx% =1 dx)
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luego

’ _ 1 d ( (cosh t
(1) A’(f) = 5(cosh? t + senh? r)—Zt(Jl s>~ 1 dx).

Diferenciemos ahora la integral:

i cosh ¢ 2 _ 5 i B .. ~ :
dt(-[l Axc—1 dx) — Jcosh t—-1 dt(COSh t) = senh t-senh t = senh“t.
(3.7:.1)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (1), obtenemos

A'(f) = 3(cosh? ¢+ senh? ¢) —senh? ¢ = j(cosh? 7+ senh? 7)

PN —

No es dificil ver que A(0) =0:

A(0) = (Lcosh 0 senh 0-jf°5h°A/x2—1 dx) = 5(1)(0)-j: Jx2—1dx = 0.
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TEMAS IMPORTANTES DEL CAPITULO

7.1 Funciones inversas

funcién inyectiva; funcién inversa (p. 366)

inyectividad y funciones crecientes/decrecientes; derivadas (p. 368)
relacion entre las graficas de fy de f‘l (p. 369)

continuidad y diferenciabilidad de funciones inversas (p. 370)
derivada de una inversa (p. 371)

7.2 La funcién logaritmo, parte |

definicién de la funcién logaritmo (p. 376)

logaritmo natural: In x = : th, x>0; dominio (0, ee), imagen (— o, eo)
Inl=0, Ine=1
para x, y > 0 y rracional
mab=lna+inb, In>=-Ina Inf=lha-lb Iha=rha
graficade y = In x (p. 379)
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7.3 La funcion logaritmo, parte Il

d _ 1 du g(x)
-(In lul) = =~ j dx = In|g(x) + C

Jtan.r dx = In|secx| + C, Isecxdx = In|sec x +tan x| + C,

jcmx dx = In|sen x| + C, jcosecx dx = In|cosec x — cot x| + C,

diferenciacion logaritmica (p. 388)

7.4 La funcion exponencial

La funcién exponencial y = ¢' es la inversa de la funcion logaritmo y = In x.

graficade y = ¢* (p. 392); dominio (- e, o), imagen (0, o)
In (e*) = x, elnx — oo el = 1, g4 = l* ead+b = E‘ué’b, et-b = __E
™ e
{%ﬁ, (e¥) = e jz _[eﬂﬂg'(.x) dx = et 4+ C
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[ 7.5 Exponentes arbitrarios; otras bases; estimacion de e

x" = e’"* paratodo x >0 y todo r real

il"(P“) =p‘lnp 4 (p constante positiva) log, x = In x
dx dx P Inp
d 1 du
E;(log” il 2 In p dx
n n+1
(1+1) Ses(ul) e=271828
n n

7.6 Crecimiento y caida exponencial

Las funciones lineales del tiempo varian en la misma cantidad durante periodos de tiempo de idéntica
duracién; las funciones exponenciales del tiempo se multiplican por un mismo factor durante los perio-
dos de misma duracién.

Todas las funciones que satisfacen la ecuacién f'(r) = kf(¢) son de la forma f(r) = Ce*.
crecimiento de poblaciones (p. 409)
desintegracién radiactiva, periodo de semidesintegracién (p. 411)
interés compuesto, capitalizacién continua (p. 413)
regla del 72 (p. 415)
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7.7 Funciones trigonométricas inversas

el arco seno, y = arcsen x, es la funcién inversade y=sen x, x € [~ % T, % n].
el arco tangente, y = arctan x, es la inversa de y =tan x, x € (- 3 7, 5 7).

el arco secante, y = arcsec x, es la inversa de y = sec x, x € [0, % U % T, 7).

grafica de y = arcsen x (p. 418) grafica de y = arctan x (p. 421)

gréifica de y = arcsec x (p. 424)

d 1 e dx (x)

a . = arcsen|=|+C (a>0
dx(arcsen X) e S - a>0)

d _ 1 - dx 1 X

a(arctanx) . g I arctan (a)-f-C (a#0)

d 1

—(arcsec x) = ———  dx = l ('_’_‘_l)

dx IxIJJc_ZT—l e aarcsec z +C (a>0)

definicién de las demds funciones trigonométricas inversas (p. 426)

7.8 Seno y coseno hiperbélicos

senh x = 3(e*—e™). cosh x = j(e* +e™),
i(senh x) = cosh x i(cosh x) = senh x.

dx : dx

graficas (pp. 431-432) identidades basicas (p. 433)
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