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8.2 INTEGRACION POR PARTES

Comenzamos con la férmula de la derivada de un producto

f)g'x) + f(x)gkx) = (f-g) (x).

Integrando ambos miembros, obtenemos

[fog @ de+ [Fgw) de = [ g) () dx.

Puesto que
[0 dx = g + €,
tenemos
[fg@) dx + [F@ew) dx = fing) +C.
luego
[fng) dx = fix)ge - [F gt de+C.
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Como el célculo de Jf ‘(x)g(x) dx

originard su propia constante arbitraria, no hay razén para guardar la constante C. Podemos,
en consecuencia, suprimirla y escribir:

[fog'@ dx = fxgt) - [Feg) dx.

Esta férmula, llamada formula de integracion por partes, nos permite hallar

J fx)g’(x) dx calculando J.f "(x)g(x) dx

en su lugar. Claro estd, es qtil si la segunda integral es mas facil de calcular que la primera.
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En la practica, normalmente se hace
w = fx), dv = g’(x) dx,
luego
du = f(x) dx, v = px).

Entonces, con estas sustituciones, la férmula de integracion por partes puede escribirse

Iu v = uv—-J‘v du.

El éxito con esta férmula depende de la eleccion de u y dv de tal modo que

Jv du sea mas facil de calcular que Iu dv.
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Ejemplo 1 Calcular Jxex dx.

Soluciéon Queremos separar x de e*. Haciendo

=% dv = e* dx,

tenemos du = dx,

V= %,

Consecuentemente,

Jxex iy = Ju dv = uv—jv i = xe"—Je" dx

xe*—e*+ C.

Nuestra eleccion de u y dv ha funcionado muy bien. Pero, ;hasta qué punto es importante

la eleccion de u y dv? Si hubiéramos hecho

u = e*, ay = x dx,
du = e* dx,

La integracién por partes nos hubiera dado

hubiéramos tenido

|
|
J.xex dx = ju dv = uv—jv du =|%xzex— %J.xzex dx, !
|

una integral mds complicada que la de partida. Es crucial una buena eleccién de u y dv.
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Ejemplo 2 Calcular

jx sen 2x dx.
Solucion Haciendo
e R dv = sen2x dx,
tenemos du = dbx, v = —3C08 2x. Por tanto,
X I X 1
J.x sen 2x dx = —5c0s 2x —J—zcos 2x dx = —3c08 2x + zsen 2x + C.

Se puede comprobar que si hubiéramos hecho

# = sen2x, dv = x dx,

nos hubiéramos encontrado con el mismo tipo de dificultad que vimos en el ejemplo 1.

En los ejemplos 1 y 2 habia solamente una eleccién efectiva para u y dv. Sin embargo, en
algunos casos habrd mas de una manera de elegir u y dv.
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Ejemplo 3 Calcular

jx In x dx.
Solucion Haciendo
u:lnx, dv=xdx,
tenemos
1 x2
du = ; dx, Vv = 3
Luego
jx Inx dx = Ju dv = uv—Jv du
_x? Ix* - 14 l
— 2lnx—J'x2 gr = 2x lnx—4x + C.
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Solucion alternativa Esta vez hacemos

i =Xz av = dx,
de tal modo que

du = (1 +1In x) dx, ¥ = .
Sustituyendo en

Ju dv = uv—jv du, hallamos que

(1) Jx Inxde = x° 1nx—jx(1+lnx) dx.

Puede parecer que la integral de la derecha es més complicada que la de partida. Sin embargo,
podemos escribir (1) como

Jx Inx dx = x* lnx—Jx dx—_[x In x dx.
Sumando j x In x dx a ambos miembros de esta igualdad, obtenemos
2jx In x dx = x2 lnx—Jx dx = x?Inx—3x2+C y por tanto

J.x nxde = % x21lnx- ‘1‘ x2 + C (como es habitual, reemplazamos C/2 por C)
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Observacion Visto el acierto de los dos métodos del ejemplo 3, se podria intentar hacer
T adv = In x ax.

Sin embargo, esta idea no funcionara porque no sabemos calcular v, esto es, no conocemos to-
davia ninguna antiderivada de In x. En realidad, como veremos al final de esta seccidn,
J In x dx se calcula utilizando integracién por partes.
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Para calcular algunas integrales hace falta integrar por partes mas de una vez.

Ejemplo 4 Evaluar

Ixzex dx.

Solucion Haciendo

U = x2 dv = e* dx,
tenemos @

du = 2x dx; p = ¥,
luego

szex dx = J.u dv = uv—J-v du = xzex—Jerx dx.
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Calculamos ahora la integral de la derecha aplicando de nuevo la integracién por partes. Esta
vez hacemos

g = 2% dv = e* dx.

Esto nos da @

du = 2 dx, y = gy
luego

J2xe" dx = ju dv = uv—jv du = 2xex—J.2ex dx = 2xe*-2e*+ C.
Lo cual, junto con nuestro cdlculo anterior, nos da

J.xzex dx = x2e*-2xe*+2e*+C = (x2-2x+2)e*+C.
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Ejemplo 5 Hallar

Ie" cos x dx.

Solucién Aqui integraremos dos veces por partes. Primero escribimos

u = ¢, dv = cos x dx,
du = e* dx, vV = sen x.
Esto nos da
(1) Jexcosxdx=ju dv = uv—jvdu = exsenx—Jexsenx dx.

Ahora trabajaremos con la integral de la derecha. Haciendo

U = e, dv = sen x dx,
du = e* dx, V = — COS X,
tenemos
(2) Je" sen x dx = Iu dv = uv—Jv du = — e* cos x+Ie" cos x dx.
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Sustituyendo (2) en (1), obtenemos

Jex cosS x dx = e* sen x + e* cos x—jex cos x dx

y estamos en una situacion similar a la que teniamos en la solucién alternativa del ejemplo 3.
“Despejando” Jex COs X dx tenemos

e*(sen x + cos x),

ZJ.ex cos x dx

jex cos x dx = %ex(sen X + COS X).
Dado que esta integral es una integral indefinida, afladimos una constante arbitraria:

e* cos x dx = ie*(sen x + cos x) + C.
2
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Observacion El lector deberia comprobar que si en el ejemplo 5 intercambiamos los pape-
les de u y dv haciendo

it 1= CO8 X, dv = e* dx,

du = —sen x dx, y = e*,
entonces se obtiene exactamente el mismo resultado exactamente del mismo modo.

La integracién por partes se utiliza a menudo para calcular integrales en las que el inte-
grando es una mezcla de tipos de funciones; por ejemplo, funciones polinémicas y exponen-
ciales o funciones polinémicas y trigonométricas, etc. Sin embargo, a veces es mejor dejar
algunos integrandos como mezclas; por ejemplo,

J‘2xe"2 dx = e +C y J3x2 cos x3 dx = senx3+ C.
Cualquier intento de separar estos integrandos para su integracién por partes es contraprodu-

cente. En estos integrandos las mezclas surgen de la regla de la cadena y las necesitamos para
calcular las integrales.
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El siguiente ejemplo ilustra una eleccién muy habil de u y dv.

Ejemplo 6 Calcular

jx5 cos (x3) dx.

Soluciéon Para integrar cos(x3), necesitamos un factor x*. Por tanto mantendremos x? junto
a cos(x3) y haremos

= 5. dv = x2cos(x3).
Entonces
du = 3x2, Vv = %sen(x3) (comprobarlo)
y jxs cos (x3) dx. = 1x3 sen (x3) —sz sen (x3) dx.
1 1
= 3x3 sen (x°) + 3 cos (x3) + C.
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La integracion por partes también puede aplicarse a integrales definidas. Supongamos que
f"y g’ son continuas en el intervalo [a, b]. Integrando la férmula para la derivada de un pro-
ducto, obtenemos

[0g'@ de+ [Prge dav = [ 10gw1 dx.

Sin embargo, por el teorema fundamental del cédlculo, teorema 5.3.2,
[o10 - 201 dx = (g1,

Por tanto [Pfog ) ax+ [2rge dx = (g

vy | JS0ge dr = fwel, - [orogw dx,

que es la version de la formula (8.2.1) para integrales definidas.
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Ejemplo 7 Calcular

ﬁx3lnx dx.
Solucion Haciendo
= lpx, dv = x3 dx,
tenemos
du = -dx, v = xt
%

Sustituyendo en (8.2.3) obtenemos

2.3 — rl.4 2 142 3
Lx In x dx = [;x* In x]l—zjlx dx
i L radn2 - 15
=4In2-%[x*?’=4m2-£
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Por altimo, las técnicas de integracion por partes nos permiten integrar la funcién loga-
ritmo y las funciones trigonométricas inversas:

jlnxdx Exihx<x+C.

jarcsenx dx = x arcsen x + A1 =x2+ C.

Jarctanx ax =% arctanx—%ln(l +x3)+C.

arcsec x dx = x arcsec x — lnlx + Jx2 - 1| +C.
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Deduciremos (8.2.5) y dejaremos las restantes como ejercicios para el lector. Hagamos

u = arcsen Xx, dv = dx.
dx

?

A1 —x2

y Jarcsen x dx = x arcsen x

Entonces du

VvV =X

- jﬁdx.

La nueva integral se calcula mediante la sustitucion

w=1-x2, dw = —2x dx,

H%J‘fﬁ"_ = —.Jw = —.J1-x2. Por tanto,
Jw
x arcsen x + +/1 —x%2 + C.

X
que da ‘[ﬁ dx

Iarcsen x dx
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