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8.3 POTENCIAS Y PRODUCTOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Senos y cosenos

I. Empezamos explicando como se calculan las integrales de la forma

J.sen’"x cos”x dx con m O n entero positivo impar.

Supongamos que n es impar. Si n = 1, la integral es de la forma

m+ 1

Sin>1,escribimos
cos”x = cos”~lx cos x.

Dado que n — 1 es par, cos” ~ 'x puede expresarse mediante potencias de sen’x observando que

cos’x = 1 — sen’x. La integral toma entonces la forma
4 L 4

j(suma de potencias de sen x) - cos x dx,

que puede descomponerse en integrales de la forma (1).
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Ejemplo 1

Jsenzx cos’x dx = |sen?x cos4x cos x dx

senZx(1 — sen?x)? cos x dx

= |(sen?x — 2sen*x + sen®x)cos x dx

ssen3x — zsendx + zsen’x + C.
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De manera andloga, si m es impar, escribimos

y usamos la sustitucién sen’x = 1 — cos?x.

(2) jcosmxsinxdx:—icosm“x+c , m=z-1,

IsenSx dx

L

sen”x = sen”-lx sen x

2

m+1

sen?x sen x dx
(1 — cos2x)?sen x dx

(1 —2cos?x + cos*x)sen x dx

sen x dx — 2jcoszx sen x dx + J.cos“x sen x dx

— cos x + 3c083x — 1cosx + C.
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II. Para calcular integrales de la forma

Is_en’"x_ cos™x dx con m y n ambos pares
se usan las siguientes identidades: @
— .
| 1 20 _ 1 1 2. _ 1,1 |
| SEn X €Os X = ;sen 2x, sen*x = ;—5C08 2x,  COS°X = ;+3C08 2X. |
_________________________________ -

La primera identidad se deduce de la férmula del dngulo doble para la funcién seno. Las otras
dos son las férmulas del dngulo mitad para las funciones seno y coseno.

Ejemplo 3
jcoszx dx = J.(% +3c0s 2x) dx
= %jdx+%Jcos 2x dx = %x+%sen 2x+ C.
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Ejemplo 4

Jsenzx cos2x dx = I(sen x cos x)? dx @

sen?2x dx

1
4 -~
i | G = 3c0s 4x) dx @

o
1 1 _ 1 |
gjdx—§Jcos 4x dx = gx—5sen 4x + C.

Ejemplo 5

Jsen“x dx = J(l — 0203 2x)2 dx @

\

(1 -2cos 2x + cos22x) dx

= l..dx_}1 JZ cos 2x dx+§j(1 + cos 4x) dx @

. 1
= X3

_ 3 1
= 83X 3
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ITI. A continuacion deduciremos formulas de reduccion para integrales de la forma

Isen"x dx y jcos"x dx donde »n es un entero positivo.

Utilizaremos integracion por partes para demostrar que

-1
(8.3.1) Jsen”x dx = —%sen"" Iy cos x + E—’;—-J'sen""zx dx.

La férmula correspondiente para Icos”x dx es

(8.3.2) Jcos"x dx = %cos"‘ lx sen x + = ; 1J'cos"-zx dx.

La comprobacién de esta formula se deja para el lector como ejercicio.
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Las férmulas tales como (8.3.1) y (8.3.2) se llaman férmulas de reduccion porque el expo-
nente se reduce (de n a n — 2 en cada uno de estos casos).
Para demostrar (8.3.1) escribimos sen”x como sen”~!x sen x y hacemos

u = sen"~lx, dv = sen x dx.
Entonces
du = (n-1)sen"~2x cos x dx, Vv = —cos x dx.
y Jsen"x dx = —sen”~lx cos x + (n — l)jsen”‘zx cos?x dx
= —sen" " !x cos x + (n - l)jsen”‘zx(l — sen’x) dx.
4 L 2
Por tanto,

Jsen"x dx = —sen" " lx cos x + (n— I)J‘sen”‘2 xdx—(n-1 )jsen”x dx.
Luego, sumando (n — 1 )jsen"x dx a ambos miembros, obtenemos
nJ.sen”x dx = —sen"~!x cos x + (n - I)J.sen”‘zx dx
de donde se deduce (8.3.1).
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Una aplicacion repetida de las formulas (8.3.1) y (8.3.2) reducird cualquier potencia del
seno o coseno a 0 6 1, dependiendo de si n es par o impar.

Ejemplo 6

Jsen5 x dx = —%sen“x COS X + ‘g‘jsen-” x dx
= —isen“x cos x + 3[—3sen®x cos x + §J'sen x dx]
= —3sen*x cos x—rzsen?x cos x — 1zcos x + C.

Se deberia comprobar que este resultado es equivalente al resultado del ejemplo 2.
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a notacion producto generalizado
a) ]jf(j)=f(l)-f(2)---f(n—1)~f(n)=f(l)---f(n)
b) f(l)---f(n)=f(n)---f(l)=l_rjf(n—i) ; ﬁf(j)ﬂ (producto "nulo”)
O T 0=TT=TTL =TT

d) Hf(j) [1f0=]]._f : 1={L....n} (conjunto indizado)

xel

n-1 n-2
e) H j=1.2-3---(n-1)-n=nl=n(n-1)!=n] [j=n(n-1)] | j (factorial de n)
i=1 j-1 j=1

n

J
f) Hf =, ff - faf=]]f ] fc (leyde separacion)

k=l  k=j+l

n

9) —Hg (X) = Z 9 ()] ] 9;(x) (derivacién del producto generalizado)

ji
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Problema 62 a):
Partiendo de la féormula de reduccion 8.3.1, se tiene que

12 . 1. . 2 n-=1 ez/i2 . __
sin" x dx = — =1 sin" 1xcosx] +—— 1| sin"?xdx
nt 0 n
1( . .« T . n-1 2 .
=—Z|sin"*=cos=-sin"t0cos0 |+—= | sin"?xdx
n 2 2 n
1 n—-1 /2 . __
=—= (1)(0)-(0)() +—f sin"2x dx
n n
2 n—-1 g2 . __
= sin"xdx=——=1 sin"%x dx
n
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Problema 62 b): Férmulas de Wallis
Aplicando la formula de reduccidn simplificada del inciso a), paran =2k > 2

" 5inZx dx = 2k-1 " 5in%?x dx = (2k—1)(2k —3) J:lzsinz"“‘x dx
2k(2k —2)
_ (2k-1)(2k—3)(2k~5) [sin®ox g ... (2k —1)(2k —3)---1 [
2Kk (2K —2)(2k — 4) k(2K —2)---2

_(=-H(n-3)(n-5)---1 = _1-3.5---(n-1) 7
 n(n-2)(n-4)---2 2 2:4-6--n 2

analogamente paran=2k+1>3

2k 2
2k+1 Sj 2

X dx = n?x dx = 2k(2k ~2) flzsinz“’x dx
2k +1 (2k +1)(2k 1)

o 2k(2k-2)(2k—4) 2 ps  2k(2k=2)-2 2
2k +1)(2k —1)(2k - 3) 2k +1)(2k —=1)---3
_ 2k(2k=2)---2 (_COSX)g,zz(n—l)(n—3)---2:2-4-6---(n—1)
(2k +1)(2k —1)---3 n(n-2)---3 3-5-7---n

12
Sin

sin xdx
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John Wallis — Arithmetica Infinitorum (1656)
(1616-1703) ~ 87 afnos
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Problema 62 b): Férmulas de Wallis

n/?2 _
1:3:5- (n 1) HZJ <:>n>2ynespar
2o 2-4-6-- i1
sin xdx:<246 . o2 o
4-6--(n-D) - _ Il _J & n>3ynesimpar
| 3.5.7--n ia 2j+1
Problema 62 c): demostrar que “eos"xdx= [ sin"x dx
/2 /2 2 . n 12,
cos"x dx:f (cosx)" dx:f sin Z—x dx=| sin" Z-x dx

>U=Z-X=>du=-dXx Yy X=0=2U=2AX=2=u=0
/12

: . 2 .
= | sin" Z-x dx:—flzsm”udu:f sin"x dx (por aditividad)

2
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Problema 63y 64: calcular las siguientes integrales definidas. Para la lera
integral se toma n=7 >3 que es el caso impar; para la 2da integral se toma
n =6 > 2 que corresponde al caso par, asi

63.— /ZSinYXdXI(ﬁZ 2J :ﬁ 2] :246:16
j=1 2j+1 j=1 2j+1 3'5'7 35

6/2 i 3 : .
64. — COS de H Z HZJ Z 13_52:&;;
i1 2 a4 2] 2 246 2 32
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[V. Finalmente estudiamos integrales de la forma

J.sen mx cos nx dx, Jsen mx sen nx dx, jcos mx cos nx dx.

S1 m = n, no hay dificultad. Para m # n usamos las identidades

s[sen(4 — B) + sen(4 + B)],

![cos(4 — B)— cos(4 + B)], @
s[cos(4 — B) + cos(4 + B)].

sen A cos B

sen A sen B

cos A cos B

Estas identidades se deducen facilmente de las formulas de adicion habituales:

sen(4A+B) = sen A cos B+ cos A sen B,
sen(A—-B) = sen A cos B—cos A sen B,
cos(A+B) = cos A cos B—sen A sen B,
cos(A—-B) = cos A cos B+sen A sen B.
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Ejemplo 7 @

J%[COS(Sx —3x)—cos(5x +3x)] dx

J.sen 5x sen 3x dx

= J%(cos 2x — cos 8x) dx = ;sen 2x —r-sen 8x + C.
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Otras potencias trigonométricas

I. Consideramos en primer lugar integrales de la forma
Jtan”x dx, j cot"x dx,  n =2 entero.

Para integrar tan” x, hacemos

(1) tan”x = tan”~2x tan2x = (tan”-2x)(sec2x — 1) = tan”-2x sec2x — tan”— 2x.
o >

Sin—2 22, entonces se repite la reduccion para obtener

tan”x = tan”~2x secZx — (tan”~4x sec?x — tan” —4x)
= tan”~2x sec2x —tan” ~“4x secZx + tan” ~4x.
Se continda hasta que el término final sea + tan x (n impar) o +1 (n par). La idea es obtener una

suma de términos de la forma tan®x sec?x, juntando una potencia de tan x con sec2x. Estos tér-
minos seran faciles de integrar dado que tienen la forma Iuk du, donde u = tan x, du = sec? x dx.
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Ejemplo 8
Jtan6x i = .(tan"'x sec?x — tan*x) dx

(tan*x sec2x — tanZx sec?x + tan?x) dx

(tan*x sec2x — tan2x sec2x + sec2x — 1) dx
>

tanx sec?x dx — Jtanzx secx dx + jseczx dx — jdx

v

stanSx — stan3x + tanx —x + C.

Observacion La férmula de reduccion

(8.3.3) Jtan”x dr = ’—z-_l—:-l-tan"‘ Iy - Itan"-"'-zix;dx, 'n’ =2,

se deduce inmediatamente de (1).
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(1) tan"x=tan"?xsec’x—tan"*x A n=2 =

j tan" xdx = [(tan"? xsec? x —tan"2 x)dx = j tan""* xsec® xdx — j tan""* xdx

tan n-2+1

n—2+

= [(tan x)"%d (tan x) - j tan"" xdx = i( x _[ tan"" xdx =

1
jtan”xdx:—tan”‘lx—Jtan”‘zxdx C n>2
n-1

Las potencias de la funcion cotangente se manejan de la misma manera:

cot” x = cot”~2x cot’x = (cot”2x)(cosec?x — 1) = cot”—2x cosec?x — cot”—2x.
* ¢

La férmula de reduccién para JCOtn x dx se deja como ejercicio.
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cot" x =cot"? xcsc? Xx—cot"*x A n=2 :si n—-2>2
= cot" x =cot"* xcsc® x —(cot" ™ xcsc® x —cot" ™ X)
—  cot" X =cot"? xcsc? X —cot" ™ xcsc? X +cot" ™ x

Problema 65;
cot" x=cot"?xcsc’ x—cot"*xX A n=2 =

Icot“ xdx = [(cot"2 xcsc? x —cot™2 x)dx = j cot"* xcsc” xdx — J‘cot”‘2 xdx

Cotn—2+1 X

n—2+1

= [(cot x)"?d (~cot x) - J‘cot”‘2 X dx = - J‘c:ot”‘2 X dx =

1
jcot” X dx=———cot" ! x— J'cot”‘2 xdx ; n>2
n-1

2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 21
Céalculo Integral :: C8/S3



I1. Consideramos ahora las integrales
Isec"x dxs. .. Icosec"x dx, n 2 2 entero.

Utilizaremos integracion por partes para deducir una féormula de reduecion. Hagamos

u = sec" 2x, dv = sec?x dx.
Entonces
du = (n—-2)sec® 3x sec x tan x dx = (n—2)sec”2x tan x dx, vV = tan x
y
J-sec"x dx = sec*2xtan x—(n—-2) [sec”—2x tan2x dx
= sec”~2x tan x — (n — 2)..sec”—2x .(seczx - 12 dx
= sec” 2x tan x — (n—2) [secmx dx + (n-— 2)jsec”—2x dx.
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Luego, despejando jsec” X dx, obtenemos
(n— l)jsec”x dx = sec" 2xtanx + (n-— Z)Jsec”*zx dx,

de donde se deduce que

(8.3.4) J'sec"x dx = ’-2—-1-—-1-sec”“2x tan x + g—:—%jsec"“’-x dx, nz2.

La féormula de reduccién correspondiente a jcosec”x dx se deja como ejercicio.

Ejemplo 9

N —

I sec3x dx = 3 sec x tan x + J.sec x dx

N —

= J sec x tan x +; In|sec x + tan x| + C.

Esta integral es tan frecuente en las aplicaciones que se encuentra en la tabla del interior de las
tapas de este libro.
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Observacion Hay otra forma de calcular Isec"x dx cuando n es pequeio y par. Este método
es similar a la deduccion de la férmula de reduccion de la funcién tangente. Supongamos que n
€s un entero positivo y par:

sec”x = sec”~2x sec?x = (sec2x)("-22gec2x = (1 + tan?x)("-2)2 gec2x.
—

Por tanto, una potencia par de la secante puede expresarse como una suma de términos de la
forma tan‘xsecx que son integrados como u* du. Por ejemplo,

Isec"x dx = |sectx secx dx = J(tanzx + 1)%sec?x dx
«—

= '(u2 +1)?% du (u = tanx, du = sec?x dx)

= |(u*+2u?+ 1) du = W+l +u+C

= :tan’x + %tan3x + tanx + C.
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Problema 67: Icsc” xdX A n>2 :sean, u=csc"?x A dv=csc’ xdx

= du=(n-2)csc" " xd(cscx) =(n—2)csc" > x(—csc x cot X)dx

= du=—-(n—-2)csc"*cotxdx ; ademas, V= Icsc2 xdx = —cot x

— J'csc” xdx = Iudv =uv-— Ivdu (formula de integracion por partes)
= —csc" xcot X — j (—cot X)[-(n—2) csc"* x cot X]dx
=—csc"* xcotx—(n—2) .'csc”‘2 X Cot® X dx
= —csc"* xcotx—(n—2) .'csc”‘2 x(csc® x —1)dx

—e
=—csc"? xcot x—(n—2) |csc” xdx + (n—2) Icsc”‘2 x dx

= (n-2) Icscn xdx + jcsc” xdx = —csc" % xcot X + (N —2) Icsc”‘2 X dx

= (n-1) Icsc” xdx = —csc"* xcot X + (N —2) J'csc”‘2 xdx, de donde

1 n—2 :
j csc” xdx = ————csc"* xcot x + —— |csc"* xdx ; equivalentemente
n-1 n-1
1 1 cosx n-2 .
j csc” Xdx = — ————+ '[csc”‘2 xdx ; finalmente,
n-1sin"“xsinx n-1
1 n—2
(47) _[csc” X dx = ———csc" Xcos X+ —— [esc" P xdx;n=>2
n-1 n-1
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[II. Finalmente nos ocupamos de las integrales de la forma

A.nes un entero

I tan”x sec’x dx, jcotmx cosec”x dx.

pOSitivo par.

Si n es par, escribimos

y expresamos sec

Ejemplo 10

2010

tan”x sec”x = tan”x sec” 2x secZx

=2y en funcidn de tan®x usando la férmula sec?x = tanZx + 1.

<Z o

J tanx sec4x dx = |tan3x sec?x sec?x dx

tan>x (}anzx + 1) sec?x dx
L J

tan’x sec?x dx + I tan x sec2x dx

= étangx + ;tan‘x + C.
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B. m es un entero positivo impar.
Cuando m es impar, escribimos

tan”x sec”x = tan”~lx sec”~lx sec x tan x

2x usando la férmula tanx = sec?x — 1.

° >

y expresamos tan”~ x en funcién de sec

Ejemplo 11
jtan5x sec3x dr = [tan*x sec2x sec x tan x dx
- .(‘seczx —~ 122 sec?x sec x tan x dx
= .(sec6x — 2sec*x + sec?x)sec x tan x dx
= 2sec’x — zsecx + 3secix + C.
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C. n 'y m son enteros positivos impar y par, respectivamente.

Finalmente si n es impar y m es par, podemos utilizar tan’?x = sec’?x — 1 para escribir el pro-
ducto como una suma de potencias impares de la secapte. Tuego se pugde utilizar la integra-

cion por partes o bien la férmula de reduccion (8.3 .4).

Ejemplo 12 Itanzx sec x dx J.(seczx— 1)sec x dx

= J.(sec3x —sec x) dx = jsec3x dx—Isec x dx.

Hemos calculado cada una de estas integrales antes:

Jsec3x dx = jsec x tan x + 3In|sec x + tan x| + C

Jsec x dx = In|sec x + tan x| + C.

De ahi que

Jtanzx sec x dx = 3 sec x tan x — sIn|sec x + tan x| + C.

Se puede proceder de manera anédloga con integrales de cot™ x cosec” x.
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Ejercicios sugeridos, Seccion 8.3
Practicos: 5, 8, 16, 27, 35, 43

Teodricos: 57, 62, 65, 67
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