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8.4 SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Las integrales que implican una de las formas /a2 —x2, .JJa?+x2 o /x2— a2, pueden a me-
nudo simplificarse haciendo una sustitucion trigonométrica. Estas sustituciones transforman el
integrando en una forma trigonométrica similar a las que hemos estudiado en la seccion ante-

rior. Los tres casos, junto con las sustituciones sugeridas, son

1. Para ./a? —x2, hacera sen u = x.
2. Para ./a? + x2, haceratan u = x.
3. Para /x2 - a2, hacer a sec u = x.

\

> En todos los casos, tomar a > 0.

/
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Para ilustrar la idea que hay detrds de estas sustituciones, consideremos el primer caso:
Ja? —x2. Si hacemos a sen u = x, entonces

Ja?—x2 = Ja2—a?sen? u = a /1 - sen? u = a.Jcos’u = alcos ul.

Dado que a sen u = x, tenemos que u = arcsen (x/a), lo cual implica que —7/2 < u < 7/2 (sec-
cion 7.7). Por consiguiente,cos u =20y

Ja*—x? = acos u.

Asi, la sustitucién a sen u = x tiene el efecto de reemplazar el radical ./a?—x? por a cos u.
Los otros dos casos se pueden ilustrar de forma analoga.
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Una manera facil de relacionar las formas con sus correspondientes sustituciones
es me diante tridngulos rectangulos:

tanu =x/a obien x=atanu

Ja? + x? Jat+x? = asecu

secu=x/a obilen x=asecu
X
[ 2
Jx2 —a? » == x2—a? = qtan u.
a
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Ejemplo 1 Hallar I(g_d);STQ
0

dx _J‘ dx |
(9—x2)3/2 - [J9——)c2]3’

la integral implica /9 — x2. Por tanto, hacemos

Solucion  Observemos primero que J.

3senu = x, 3 cos u du = dx. Entonces ~/9—x2 = 3 cos u.
- J dx (3 cosudu
& (9 —x2)372 (3 cos u)?
1 {COS U
= 3 du
9Icos3u
= %,_[seczu du
I %
=stanu+C = — +C. \/32—X2=\f9—X2
9
9.9 —x2
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Ejemplo 2 Hallar jddz +x2 dx.

Solucion Hacemos atanu = x, a sec’u du = dx.

Entonces «/a? + x2
j«/az + x2 dx

Ejemplo 9, seccién 8.3 —?

= a sec u. Luego

= j(a sec u)a sec?u du

= azjsec-”u du

2
a
—(sec u tan u + In|sec u +tan u|) + C

2
2 2 2 2 2
_ %[_w;x(z)ﬂn _«/aa+x+v’_f}+c
a

= JxAJa’+x? +3a%In(x + Ja? + x2) - ja?lna + C

Podemos incluir la constante —%azln a en Cy escribir

(8.4.1)

J’«/a2 +x2 dx = jxia?+x% +3a%In(x + Ja? +x%) + C.
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dx
Ejemplo 3 Hallar J—
x2.x%2 -4

Solucion Hacemos 2secu = x, 2secutanu du = dx.

Entonces ~/x2—4 = 2 tan u. Luego

J‘ dx _J‘Zsecutanu du y
Bl 4 4 sec’u - 2 tan u
1 u
&= }1‘[ du
sec u >
_ 1 rermeee R .
= ZJ.cos u du 5 1 v
i COSU=—=SeCU=——=—1
2 -4 SR S cosu  2:
= senu+C = ~——+C.
4x
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X . .
I—dx:a5|nu:x, d(asinu) =acosudu=dx y va?-x*=acosu

NESG

X asinu .
— j—dx=j acosudu=ajsmudu=—acosu+C
a/aZ VE acosu
X
— j—dx=—«/a2—x2+c
2 2
a” —X
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Observacion Consideremos la integral

J-# dx.

[ 52

La presencia de ./a*>—x?en el integrando sugiere la sustitucion a sen u = x, y si llevamos a
cabo esta sustitucion obtendremos el resultado correcto. Sin embargo, hay un método mucho
mas simple. Hagamos

u = a®-x2, du = -2x dx.
Luego

J‘—Ex__xz dx = —%J.%l du = —,\/Ijl"l'c = —,\/az—x2+C.

Hay que darse cuenta de que a veces hay mas de una forma de calcular una integral. En tales
casos, es obvio que tendremos mas ventaja al elegir el método mas facil. Sélo la experiencia y
la practica pueden darnos la capacidad de hacer esto coherentemente.
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dx
Ejemp'o 4 Hallar J. ﬁ_z—g
X X“ +

Solucion Hacemos 3 tanu = 2x, 3 sec?u du = 2 dx.

2010

Entonces ~4x?+9 = 3secu. vy

> sec2u
— L du
5 tan u - 3secu

_[ dx
xA4x2+9

sec u
% J du
tan u

- %J-cosec u du

= :In|cosec u —cot u| + C

N4x?+9 -3
2%

+ C.

_ 1
—3ln
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. %
Eemplo5 Hallar | =
X2+ 2x—
X X
rimero dx = dx.
: JJx2+2x 3 JJ(x+1)2 4
Ahora hacemos 2secu = x+1, 2 sec u tan u du = dx.

Entonces /(x + 1)2-4 =2tanu vy

J X s r(2secu—1)2 secutanudu
Jx+1)2-4 J 2 tan u

. : 2 +1 ¢
= | (2 sec?u — sec u) du ! cosU=——=>5ecU=—— i
.( ) : X+1 2

= 2tan u — In|sec u +tan u| + C

= Jx2+2x—3—lnx+1+“/§2+2x_3 i,
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Ejemplo 6 Hallar el drea encerrada por la elipse (x2/a?) + (y?/b?) = 1 (figura 8.4.6).

Solucion Dado que la grifica es simétrica respecto de los ejes x e y, el drea total A encerrada
por la elipse es cuatro veces el area de la region correspondiente al primer cuadrante. Esta
region esta limitada por la grafica de

g = l-)«/az—xz, 0<x<a.

a
Por tanto, A4 = 4J‘gghfa2—x2dx = ‘%bjg Ja? — x2dx.
Hagamos asenu = x, a cos u du = dx. Entonces a?>-x* = a cos u.
Ademds,u=0enx=0yu=n/2enx=a.Asl,
YA
4 = @Ia Ja? -x%dx = 4—bjm(a cos u)-acosudu
aJo all (0, b)
= 4abjg/2 cos?u du = 4ab'|‘g/2(% + 3 €08 2u)du
b
= 2ab[u+; sen 2u)? = mab. (=a, 0) (a, 0)
a &
(0, -b)
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Finalmente, observamos que la sustitucién trigonométrica puede también ser efectiva en
casos en que el término cuadratico no estd debajo de un radical. Por ejemplo, la férmula de re-
duccion

(8.4.2) Jm = azn_l‘[COS (n-Dy du

se obtiene de la sustitucion a tan u = x, a sec’u du = dx. La demostracién se deja como ejercicio.
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Problema 39:
atanu =x=d(atanu) =ad(tanu) =asec’udu =dx y

(x*+a°)"=(a’tan“u+a’)" =a™"(tan“u+1)" =a*"sec’"u

:>J~ dx Iasec2 udu 1 j- L qu- Icos
(x*+a°)" a®"sec®"u a*"*! Jsec™?u a2n -
dx
= j —_ j'cosz‘“ “udu
(x* +a) Ca
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dx

Problema 41 hallar la integral j 7
(X* +

a=1An= 3:>j' 26D ydu = j'cos4 udu

= cos
(x* +a) I(x +1)° 12(3)‘1-[

1 . m-1 _
recordando que jcosm udu = —cos™usinu +—J'cosm udu, param=4
m m

. 1 i 4-1 1 i
— |cos* udu = =cos**usinu +—Icos“‘2 udu = =cos®usinu +§ j'cos.2 udu
J 4 4 4 4

— [cos* udu =£cos3usinu+§ Ecosz‘lusinu+ﬂjcosz‘2 udu)
J 4 4\ 2 2

* 4 1 3 - 3 . 3
= |cos” udu IZCOS US|nU+§COSUS|nU+§U

1 1 X 3 1 X 3tan 1y
4 (VX2 +1)° x2 +1 N
dx X 3X 3. tanu=x=u=tan"'x
- _[ ORI 1+—tan X+C
(X" +1) (X" +1) (x*+1) cosu = -sinu =
x> +1 x> +1
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Problema 42: hallar la integral _fx arctan x dx = jx tan™ x dx

2

1
u=tan'x=du= 2;dv=xdx:v:5x

1+ x
2

1 1 X
-1 _ _ . _ - 2 -1 -
= 'fxtan Xdx = judv—uv jvdu—zx tan " X > -[1+x2dx
2

X tan’u  tan®u

X =tanu = dx =d(tanu) = sec” udu A - = T
1+x 1+tan“u sec“u

— jxtan‘1 xdx:lx2 tantx—= sec’ udu :Ex2 tan‘lx—ijtanzudu
2 2 2

sec’u

=%x2tan‘1x—%{itan2‘lu—j'tanz‘zudu} pero tanu = X

=£x2 tan‘lx—ltanu+l Idu =Ex2 tan‘lx—ix+ltan‘1x
2 2 2 2 2

= '[xarctanxdx=%(x2+1)arctanx—%x+C
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46. Una cuerda situada a & unidades del centro de un disco de radio
r genera una region denominada segmento (ver la figura). Hallar
una formula para el area del segmento.

y=f(X)=vr’—x? A=2‘ r2_hz[f(x)—h]dx
2 [ (WP oX —hyx

=2 | o x/rz—xzdx—hi o dx}

=2 ‘ o Jr2 = x2dx —h/r? —hz}

rsinu=x= er—xzdx= j\/rz—rzsinzu d(rsinu):rz_[cos2 udu
2 2

:%rz(cosusinu+u):%rz[iiﬂindjzéx\/rz—x2 +%rzsin‘1(ij
r

I I I
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A= 2{ |“2‘“2 JrE —xdx—hr? —hz}

1 1 O™
:Z{Exx/rz—xz +Erzsin‘1(—ﬂ —2h/r? —h?
r

0
« x/rz—h2
= {xc\/r2 — X% +7r? sin‘l(—ﬂ —2h+/r? —h?
r

0

:\/rz—hz\/rz—(\/rz—hz)z+r25in1(‘ hz] 2h+r? -
=h'r?=h?+r?sin (‘ r’ hz] 2h\/r? —h?

r
r2 . h2
= A(h) =r*sin™ —hyr?—h°
r
2010 Dr. Gonzalo Urcid S. - INAOE 18

Céalculo Integral :: C8/S4



a) A(0)=rZsin'() = A(O)=%r2

I

b) A(r/2)=rzsin1(\/r2_(r/2)2]—g\/rz—(r/Z)z

como \/rz—(r/2)2 =«/r2—r2/4=\/3r2/4=£ﬁ
- A(r/2)=rzsin1(ﬁilzj—%%ﬁ:rzsin1(%/2)—ﬁr2/4
= A(r/2)_§r —?rz = A(szﬁz—ﬁjrz

2 3 4

c) A(r)=r’sin(0)-r(0) = | A(r)=0
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Ejercicios sugeridos, Seccidon 8.4
Practicos: 10, 16, 25, 29, 33, 38

Tedricos: 39, 41, 42, 43, 46, 51
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