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Prefacio a la 292 Edicién

Esta segunda edicién de las notas del curso de C)ptica Geométrica e Instrumental ha
sido ampliada con la solucién de los ejercicios sugeridos al final de las notas de la primera
edicion. Puesto que esos ejercicios en su mayoria son una extension o complemento de con-
ceptos o técnicas de célculo los autores hemos preferido incorporarlos in situ para darle
continuidad a los temas tratados. Por lo tanto, el desarrollo de cada ejercicio propuesto en
la primera version de estas notas se ha colocado en el lugar més apropiado del texto y se ha
escrito en un tipo de letra de menor tamano para distinguir este material extra que puede
saltarse en una primera lectura.

La presente edicién consta de algunas correcciones menores al texto asi como ajustes en
algunas figuras. Ademads, la incorporacion del nuevo material va acompanada de diagramas
explicativos cuyo proposito primordialmente es de cardcter didactico. De esta manera, es-
peramos que el contenido en esta segunda edicién ayude al estudiante de este curso a una
mejor comprension de los temas expuestos.
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Gonzalo Urcid S.

Tonantzintla, Puebla, Octubre del 2005. INAOE
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Prefacio a la 1 Edicion

La presente monografia, como su titulo lo indica, resume de manera organizada una
parte de las notas del curso de Optica Geométrica e Instrumental que han sido expuestas por
uno de los autores durante varios periodos académicos en el posgrado de Optica de nuestro
Instituto. Nuestra intencion al elaborar estas notas es ofrecer al lector en general, y en par-
ticular a los estudiantes de posgrado, un punto de vista particular sobre como exponer las
ideas elementales asi como diversas formulas de interés practico en esta area de la optica.

Debido a la gran extensién tematica propia del curso mencionado, nos hemos restringido
a tratar en esta Primera Parte los siguientes aspectos de la Optz'ca Geométrica: Conceptos
Basicos, Prismas, Espejos planos, Trazo de rayos y Lentes. El punto de partida, lo constituyen
los conceptos de rayo, del indice de refraccién de los materiales (vidrio) y del camino 6ptico
de un rayo a través de uno o mas materiales; no se hace una discusion o derivacion de estas
nociones ya que se encuentran en varios libros de Fisica, Optica en general y Optica Ge-
ométrica en particular. Hemos procurado apoyar con diagramas y esquemas las discusiones
tedricas, que por tratarse de un curso intermedio no pretenden ser de un cardcter formal
absoluto. Al final de nuestra exposicion damos una lista modesta pero representativa de
textos elementales y avanzados, que sin lugar a dudas, abordan con mayor profundidad y
con distintos puntos de vista los temas aqui tratados. Como complemento a este trabajo se
sugieren algunos ejercicios que ayudaran al lector a una mejor comprensiéon del material.

Agradecemos especialmente a la Lic. Ana Maria Zarate Rivera su ayuda en la preparacién
de la mayoria de los dibujos y a la M. C. Ma. de Lourdes Gémez Hernandez por leer el
manuscrito completo e indicarnos algunos errores tipograficos. También estamos agradeci-
dos con el Dr. Francisco Soto Eguibar, Director de Posgrado y con el Dr. Gabriel Martinez
Niconoff, Coordinador de Optica por su apoyo logistico en la reproduccion de estas notas
para su difusion dentro y fuera del Instituto. Cualquier comentario, sugerencia o correccion
es bienvenida pues eso nos permitird en el futuro mejorar el contenido de este escrito.

Alejandro Cornejo R.
Gonzalo Urcid S.

Tonantzintla, Puebla, Mayo del 2003. INAOE
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1 Conceptos basicos

1.1 Léptica geométrica u optica de rayos?

Bajo el titulo de 0ptz'ca Geométrica, generalmente se incluye todo el material que se presenta
en este manuscrito; y esto se ha hecho asi histérica y tradicionalmente. Sin embargo, desde
hace algunos anos, varios investigadores del campo de la 6ptica han propuesto que el tema
de estudio, aqui presentado, deberia considerarse bajo el rubro de Optz'ca de Rayos [13]. El
argumento fundamental de esta tltima propuesta y que los autores consideran valido, es que
se esta analizando el problema fisico de la refracciéon o la reflexién de la luz en una o mas
superficies refractoras o reflectoras. Ahora bien, para hacer este tipo de estudio se acepta y
trabaja con el concepto de “rayo”, el cual representa la direccion en la cual viaja la luz o la
energia de una onda luminosa u onda electromagnética. Una vez aceptado el concepto de
rayo, se representan sus trayectorias como lineas rectas y a partir de los esquemas planteados,
la geometria plana se ha empleado para el estudio de la reflexién y la refraccién en superficies
con formas diferentes; de ahi el nombre clésico de 6ptica geométrica.

En consideraciéon a lo antes expuesto, los lectores deberan estar conscientes que en otras
lecturas seguramente se encontraran con la frase “éptica de rayos” en textos y articulos de
investigacién, pero el material bajo discusion basicamente sera como el que se desarrollara
en las paginas siguientes como Optica geométrica. Al final de estas notas, la secciéon bibli-
ografica proporciona una lista sugerida, no exhaustiva, de libros de texto y tratados de 6ptica
que pueden consultarse para conocer otros puntos de vista. En ellos puede encontrarse un
tratamiento de mayor profundidad y extension de ciertos aspectos de la éptica geométrica
clasica y moderna. Hemos senalado en cada uno de estos libros los capitulos que se relacionan
con el material tratado en estas notas.

1.2 Indice de refraccién

La interaccion macroscopica de la luz con los medios materiales puede caracterizarse medi-
ante un cociente de velocidades denominado indice de refraccion y simbolizado cominmente
por n. Si ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, considerado como el medio de referencia, y v
es la velocidad de la luz en un medio material para una cierta longitud de onda A, entonces,

n =< siendo v < c. (1)

v
En el vacio, v = ¢, por tanto n = 1; en cualquier otro medio material, n > 1. Cabe aclarar,
que la Ec. (1) es valida tinicamente si el medio material bajo consideracién es homogéneo e
1sotropo; en materiales que no cumplen estas condiciones el indice de refraccion depende de
otras variables, como son la posicién en el espacio (z,y, z), el tiempo ¢ o la temperatura T,
de modo que estas dependencias pueden representarse por una funcién de varias variables,
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como se indica en la siguiente expresion,
n=n(z,y,2,tT). (2)

La atmosfera terrestre es un buen ejemplo a la cual se aplica la Ec. (2); no obstante, en el
presente contexto de la optica geométrica, el medio material con el que principalmente se
trabaja es vidrio dptico de manera que salvo la dispersién debido a un cambio en la longitud
de onda de la luz, consideraremos solamente la Ec. (1) al tratar otros conceptos. Si el indice
de refraccién tnicamente depende de la posicién, i.e., n = n(x,y, z), se dice que el medio
material es heterogéneo u, épticamente hablando, que tiene indice de gradiente. Si el indice
de refraccién solamente depende de la longitud de onda A, i.e., n = n()\), se dice que el
medio material es dispersivo. Esto ultimo significa que para la luz compuesta o formada con
diferentes longitudes de onda, el indice de refraccion tendra diferentes valores para cada una
de las longitudes de onda.

Si consideramos una interfase entre dos medios materiales homogéneos e isétropos cuyos
indices de refraccién son n y n’, la ley fundamental que describe el paso de un rayo luminoso !
através de dicha interfaz, que simbolizamos por [n : n'], se conoce como la ley de refraccion
de Snell-Descartes la cual establece que

nsini = n'sinid’, (3)

donde 7 es el angulo que forma el rayo incidente con la normal al plano de la interfase, e i’ es el
angulo que forma el rayo refractado con la normal como se aprecia en la Fig. 1. Es conveniente
aclarar, que se esta tomando como un hecho comprobado tedrica y experimentalmente que
los fenémenos de refraccion y reflexién ocurren en un plano. En general, al incidir un
haz luminoso sobre una superficie dividiendo dos medios, parte de él se refracta y parte
se refleja; si consideramos la reflexién de una rayo luminoso como “refraccién en el mismo
medio material”, entonces la Ec. (3) se simplifica a sini = sin? puesto que n = n/, y
consecuentemente, |i| = |i’| lo que se describe diciendo que el dngulo de incidencia es igual
al angulo de reflexion y se conoce como la ley de reflexion. Una aclaracién importante, es
que en general no se asignan signos positivos y negativos a los angulos en la mayoria de los
libros de texto, sin embargo, en libros avanzados de éptica o especializados en diseno éptico,
es importante e indispensable adoptar una convencién de signos para los angulos.

1.3 Clasificacion de los vidrios

El material que cotidianamente llamamos “vidrio” en éptica, no posee una estructura cristali-
na sino que es considerado un material amorfo y es comun clasificarlo en los siguientes tipos:

'Es comtn considerar la propagacién de radiacién electromagnética como un “frente de onda” y el rayo
luminoso corresponde a la direccién de su trayectoria ortogonal. Histéricamente el “rayo” fué utilizado
primero como una idea descriptiva de la trayectoria de la luz.
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normal

N

rayo
incidente

rayo
reflejado

rayo
refractado

Figura 1: Ley de refraccién y reflexién para un rayo de luz incidiendo entre dos medios con indices
de refraccién diferentes siendo n’ > n.

e vidrio comin (ventanas, vasos, frascos, botellas)
e vidrio oftalmico (anteojos, gafas, lupas)

e vidrio éptico (componentes Gpticas para instrumentos como telescopios, microscopios,
objetivos fotograficos, binoculares, etc.)

El costo econémico de estos vidrios varia, siendo més barato el mas comun y mas caro el
denominado optico. Esto ocurre porque para el tltimo existen métodos de control de calidad
mas estrictos, asi como la medicién de los indices de refraccion para diferentes longitudes de
onda.

En cualquier caso, n > 1, y se considera al vidrio como un medio homogéneo. Como los
sistemas Opticos basados en el enfoque de la dptica geométrica u optica de rayos usualmente
se encuentran sumergidos en aire o en algtin liquido, como el agua, consideraremos los indices
de refraccién correspondientes a estos medios:

Naire & 1.0 ; Nagua = 1.33
1.5 S Nyidrio éptico S 1.8

Los aspectos experimentales y practicos de la medicion del indice de refraccion corresponden
a la ciencia de los materiales; sin embargo, mas adelante se comentara algo a este respecto.
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1.4 Curvas de dispersién para vidrios

Considerando que los vidrios utilizados son homogéneos, las férmulas de dispersion expresan
la dependencia de n como una funciéon de la longitud de onda A\ de la radiaciéon luminosa.
En ocasiones y segin la literatura, podemos escribir n = n(\) o bien N = N()). En 6ptica
es comun considerar la dispersién de un vidrio en el margen electromagnético que va de la
regién ultravioleta (UV), pasando por la regién visible, hasta el infrarrojo (IR) y en ocasiones
las microondas (ver Fig. 2).

1.8- z&fio (AL,Q)

EDE-3 Glass

DF-2 Glass

Indices de refraccion

BSC-2 Glass
-I .57 \v

Fluoruro de Bario

03 5 1.0 1.5 2.0 2.5 um
Longitud de onda

Figura 2: Curvas de dispersién de los vidrios 6pticos que muestran la relacién y variacién entre el
indice de refraccién con respecto a la longitud de onda de la fuente luminosa. Generalmente, los
vidrios épticos transmiten poco en las regiones UV e IR.

En la préctica, para determinar correctamente las caracteristicas de un vidrio se requiere
conocer el indice de refraccion para diferentes longitudes de onda, donde el ntimero minimo
es de tres, es decir, el valor de N();) para j = 1,2, 3. Las funciones de dispersién se obtienen
empiricamente por interpolacion segin el muestreo que se haga en un intervalo determinado
de longitudes de onda. Por ejemplo,

a) En la region del visible, se tiene la férmula de Herzberg,

c__ D
A2 0.028 ' (A2 —0.028)%

N(A\) = A+ B\ + (4)

Midiendo N en cuatro longitudes de onda Ay, ..., A4 se resuelve un sistema lineal de
ecuaciones de 4 x 4, siendo las incégnitas los coeficientes A, B,C'y D.
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b) En la regién del infrarrojo (IR), tiene la forma,

B
N\ =A DX + EX. 5
N =A% 700 " te—oompe TPV Y (5)
Midiendo N en cinco longitudes de onda Aq,..., A5 se resuelve un sistema lineal de

ecuaciones de 5 x 5, siendo las incégnitas los coeficientes A, B,C, D y FE.

Estas expresiones son de gran utilidad principalmente en el campo denominado como la es-
pectroscopia optica.

Indice de refraccién y longitud de onda. La siguiente discusién contesta la pregunta, ;por qué
se pueden encontrar valores para los indices de refraccién solamente para determinadas longitudes
de onda? Ya hemos comentado que en general, el indice de refracciéon N, es de hecho una funcién
de la longitud de onda A, lo que denotamos por N()\); desde un punto de vista tedrico es factible
expresar [N para valores arbitrarios de A pero hay varias razones por las cuales se seleccionan
“ciertas longitudes de onda” con preferencia sobre otras. Entre estas razones pueden considerarse
las siguientes:

e los espectros de emision y absorcidon para varios elementos y compuestos inorganicos se cono-
cen muy bien como es el caso del mercurio, el hidrégeno, el helio y el sodio cuyas lineas
espectrales en el rango visible y en otras bandas del espectro electromagnético ya se han
determinado. Estas lineas espectrales fueron clasificadas por Fraunhofer como F, C, D, etc.,

e las fuentes de luz producidas por flamas, focos y laseres que pueden emplearse para medir
N, segin su naturaleza, emiten radiacién en determinadas longitudes de onda con valores
determinados. Recientemente se han considerado longitudes de onda en las bandas IR y UV
como se hace para algunos vidrios épticos especiales,

e una vez conocido el valor de N para algunas A’s, es posible emplear ajustes empiricos o
formulaciones tedricas que proporcionan expresiones matematicas las cuales permiten calcular
N (M) para otras longitudes de onda. Por ejemplo, la férmula de Cauchy estd dada por

B C
N =A+5+57 (6)

donde A, B y C son constantes positivas. Como una aproximacion, si el valor de C es
pequenio en comparacién con los valores de A y B, la dispersion en regiones de dispersion
normal se calcula como

dN(X) 2B

RN @)

Puede verse que las expresiones de cardcter empirico proporcionadas por las Ecs. (4) y (5)
son un refinamiento préctico de la expresién teérica dada por la Ec. (6).
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1.5 Camino 6ptico

Puesto que la luz cambia de trayectoria al pasar de un medio a otro, es necesario consider-
ar una métrica apropiada. Consideremos para ello una serie de k£ medios materiales cuyos
indices de refraccién son ny, ng, ... ,ng y que la trayectoria Py P, corta a las interfases respec-
tivamente en P, P,, ..., P,_1; ademas P, estd en el medio de indice n;, y P estd en el medio
de indice n;, como se muestra en la Fig. 3. Entendemos por camino dptico, denotado por

\\{’0

Figura 3: Trayectoria de un rayo de luz através de una serie de medios estratificados con diferentes
indices de refraccién.

CO, a la distancia optica expresada como la suma de los productos del indice de refraccion
)
por la distancias recorridas,

k
CO = PoPiny + PiPyny + -+ + B Pong = > Py Py (8)
=1

Cuando los estratos de los materiales cambian de punto a punto, entonces el camino éptico
puede expresarse como la siguiente integral de linea,

B

CO = / n(x,y, z)ds = /nds, 9)
A c

donde A = Py y B = P, y ds denota el elemento de longitud de arco sobre la curva C que

une los puntos extremos A y B. Estos tipos de materiales reciben el nombre de materiales

o vidrios con indice de refraccion gradiente.
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1.6 Dos principios fundamentales

En relacién con las leyes basicas de la reflexion y la refraccién hay dos principios fundamen-
tales de la dptica clasica que pueden emplearse para deducir estas leyes. A continuacién se
explican estos dos principios con mas detalle.

1.6.1 Principio de Fermat

El trayecto seguido por la luz al ir de un punto A a un punto B en un medio material
heterogéneo de indice n(z,y,z) corresponde a un valor estacionario del camino dptico en
relacién a los caminos posibles que unen A con B. En otras palabras, si ds representa el
elemento de arco de la curva C que une los puntos A y B entonces el valor numérico dado
por la integral de la Ec. (9) es estacionario (ver esquema izquierdo en la Fig. 4).

Figura 4: Izquierda, curva C que sigue la luz entre dos puntos A y B inmersos en un medio continuo
heterogéneo con indice de refraccién n(z,y, z) para determinar el CO; derecha, posibles trayectorias
Cyr y Cypr entre Ay B cercanas a C con valor estacionario para el C'O.

Para precisar el significado de este enunciado consideremos la curva C como aquella que
en efecto sigue la luz, i. e., un rayo al ir de A a B. Sea M un punto arbitrario en la misma
curva con M # Ay M # B; los caminos vecinos a C son las curvas Cy; obtenidas al desplazar
en cierta direccion el punto M de C en una cantidad infinitesimal, denotada por an y que
igualmente comienzan en A y terminan en B. El esquema derecho de la Fig. 4 muestra
graficamente esta situacion para dos puntos intermedios distintos M y M’ de C. Sea Lap el
CO alolargo de C y sea L',z el CO alo largo de Cy;, entonces, se dice que Lsp es un valor
estacionario si

2

dM

‘L;XB — Lag| < co
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siempre que ‘d M ) < g¢ siendo ¢y, €9 constantes positivas. Es importante hacer notar que

el concepto de valor estacionario puede corresponder al caso de un valor minimo, maximo o
constante. Este tltimo caso se ilustra con un espejo eliptico que interiormente es iluminado
colocando una fuente en uno de sus focos geométricos. Del principio de Fermat pueden de-
ducirse las leyes de la reflexion y de la refraccion de Snell-Descartes, por lo que puede tomarse
como fundamento conceptual para desarrollar parte de la dptica geométrica y constituye un
principio variacional que esta formulado de manera independiente en lo que respecta a la
naturaleza fisica de la luz.

1.6.2 Principio de Huygens

Se considera que cada punto P sobre la superficie de onda o frente de onda ¥y generado por
la luz emitida por una fuente S en el tiempo t; se comporta como una fuente secundaria;
el frente de onda X, en un instante posterior ¢ > t; es la envolvente de las superficies de
onda secundarias u onditas provenientes de cada P en el instante t;. Consideramos en esta
descripcién del principio de Huygens que S es una fuente puntual que emite luz en una
longitud de onda dominante y por ello el frente de onda en P y las onditas emitidas desde
él tienen la misma frecuencia.

Figura 5: Las “onditas” emitidas por el frente de onda ¥y en ¢t = 0 determinan el frente de onda
> en un tiempo posterior siendo éste la envolvente de las ondas secundarias.

Para explicar este principio nos referimos a la Fig. 5 que muestra un diagrama sobre
el cual hacemos suposiciones adicionales. Si una fuente puntual S colocada en un medio
homogéneo e isotropo, emite luz a partir del instante ¢ = 0, en el instante ¢y la luz habra
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alcanzado los diferentes puntos de una esfera ¥y de radio Ry. Sea v la velocidad de la luz
en el medio considerado (v < ¢, n > 1 cte.), entonces Ry = vtg. La esfera ¥y es un frente
de onda luminoso. La idea de Huygens consiste en tomar cada punto P; de Y, como una
fuente secundaria; en el instante posterior ¢t = ty + At, las superficies de onda secundarias
son pequenas esferas centradas en cada P; de X, todas con el mismo radio R' = vAt. La
envolvente de todas estas superficies esféricas producidas por las ondas secundarias es otra
esfera >’ de radio R = Ry + R’ = vtg + vAt = vt que corresponde manifiestamente al frente
de onda ¥ alcanzado por la luz en ty + At, i. e., ¥ = Y. Puesto que se considera que la
fuente S es puntual, la onda luminosa es monocromatica de modo que tanto el frente de
onda en cualquier instante de tiempo ¢t > 0 como las onditas que lo forman tienen la misma
longitud de onda y en consecuencia todas ellas oscilan con la misma frecuencia.

Este principio es el fundamento de la teoria ondulatoria de la luz y también pueden
deducirse de €l las leyes de la reflexién y de la refraccién. Esta relacionado intimamente con
las ecuaciones de la teoria electromagnética clasica de Maxwell de las cuales éste principio
puede deducirse. Las modificaciones hechas a este principio por Fresnel permiten estudiar
los problemas relacionados con el fenémeno fisico de la difraccién de la luz; al enunciado
modificado se le conoce como el principio de Huygens-Fresnel y se estudia en detalle en los
cursos de Optica Fisica.

2 Prismas

2.1 Prisma dispersor y angulo de desviacion minima

En la Fig. 6 se muestra, en un plano, una secciéon ABC' de un prisma con indice de refraccién
n’ el cual se coloca entre dos medios con indices n;, y ns, a la izquierda del lado AB y a
la derecha del lado BC respectivamente. El dngulo agudo ZABC lo denotamos por a, y
es el mismo que forman las normales N; v N, de los lados AB y BC; nos referimos a «
como el dngulo del prisma. Entonces, un rayo que pasa por el prisma debera pasar por las
dos interfases, [ny : '] y [0/ : ng] correspondientes a las caras AB y BC. Si los dngulos
de incidencia y de refraccion son iy,4] en la primera interfaz, e i, i, en la segunda interfaz,
entonces, aplicando la Ec. (3) y algunas propiedades de dngulos complentarios obtenemos
las ecuaciones,

nysini; = n'sind} (10)
n' siniy = ng sin i, (11)
a =1 +ip (12)
§ =11 +iy— q, (13)

donde 4 es el dngulo total de desviacion entre el rayo incidente inicial y el rayo refractado
en las caras AB y BC.
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B
. /N
N
rayo N 5
incidente
rayo
refractado

Figura 6: Trayectoria de una rayo luminoso en un prisma refractor. Las rectas PR y QR son,
respectivamente, las normales a las caras AB y BC; « es el dngulo del prisma e 7,4’ son los 4ngulos
de incidencia y refraccién correspondientes a las caras AB y BC; ademaés, ZSPQ = i, -}, ZSQP =
i —iay ZPRQ =7 — .

Por conveniencia supéngase que n; = ng = Naire = 1. Si el medio 6ptico es dispersivo,
entonces n = n(A) y a cada longitud de onda A, le corresponde un dngulo de desviacion dy; es
por esto, que en general a este elemento 6ptico se le conoce como prisma dispersor (en estos
prismas, el angulo « se encuentra entre los 30° y 60°, en cambio, en las cunas prismdticas o
tiene valores entre 2° y 10°). Puede demostrarse que, para una sola longitud de onda dada,
el indice de refraccién para ella puede medirse empleando la ecuacién

sin 3 (0, + @)
sin s
donde 6,, es lo que se conoce en la espectroscopia Optica como el dngulo de desviacion
minima. Para éste angulo de desviacion minima debe cumplirse que i; = i e i} = iy;
consecuentemente n puede medirse experimentalmente con un refractémetro de prisma al
determinar 0,, y « en dicho instrumento. Para éngulos pequenos (teorfa paraxial), i.e., si
6 < 5°, entonces sinf & 6, en tal caso, la Ec. (14) se reduce a la siguiente,

n:5_m+1 0 0m=a(n—1). (15)
«

Esta misma relacion puede justificarse del modo siguiente, mediante la ley de refraccién,
Ecs. (10) y (11), se obtienen

niip = n'iy y nlip = noiy
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en aire, n; = ny = 1, entonces
7;1 = n,le y n,ig = 2,2
de donde,
d=i1+i,—a=ni] +n'iy — «
y usando la Ec. (12) queda,
§=n"iy +n'(a—1)) —a=aln -1).

Finalmente, despejando para el indice de refraccién, obtenemos

n' = 0 + 1.
«@

Igualdad de angulos internos y externos. Vamos a justificar que en un prisma dispersor la
condicién de desviacién minima implica la igualdad de los dngulos externos i; e i y la igualdad
de los dngulos internos i e iy. Para ello observemos en la Fig. 6 que las prolongaciones del rayo
entrante y el rayo saliente se cortan en el punto S y se pone en claro el dngulo de desviacién §
subtendido entre ambas prolongaciones. Las normales a las caras del prisma se cortan en el punto
R formando un dngulo « que es igual al del prisma en su punta. Del tridngulo PQR, i} +i2 y o son
dngulos suplementarios ya que i} +is + (7 — ) = m, i.e., « = | + iz que corresponde a la Ec. (12).
Por otra parte, del tridngulo PQS se deduce la Ec. (13) como sigue

(5:(i1+i,2)—(i,1+i2):>(5:i1+i/2—0é.

Supondremos por simplicidad, que el prisma estd en aire de modo que nqy = no = 1 y aplicando
la ley de refraccién vemos que

sini; =nsini] y sind = nsinis. (16)

Por otra parte, evidencia experimental muestra que para una radiacién monocromatica con una
longitud de onda fija, el valor de § alcanza un valor minimo cuando varia el dngulo de incidencia
1. Asi, considerando § en funcién de dicho dngulo tenemos que

A5 d(iy + i, — ) dil
A 2 22 17
diq diq * diq’ (17)
de la Ec. (16) también vemos que
cosiidiy = ncosiydi} y cosihdiy = ncosisdis, (18)

ademas,

diy + diz = da = 0. (19)
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De las Ecs. (18) y (19) se obtiene,

—di, (20)

1 cost COS 12 COS %
dif = =——Xdiy = dify = ———2——diy, (21)
n cos i} oS i cos )
y substituyendo en la Ec. (17), la expresién queda asi
dd COS i9 COS 1
=1 Sprosh (22)

- = ., 7 -
diq COS 1 COS 1]

Para obtener un valor minimo debe anularse la derivada anterior lo cual da lugar a las siguientes

expresiones
do : : ./ y 2. 2 2. 2
prol 0 & cos i COS i1 = COS Uy COS 1] <> COS” 19 COS” i1 = COS™ iy COS™ 1]
11

& (1 —sin?iy)(1 —sin?4y) = (1 — sin? %) (1 — sin® i)
& (1 —sin?iy)(1 —n?sin?4)) = (1 — n?sin®iy)(1 — sin?4})
& 1 —sin?iy —n?sin? i} + n?sin?iysin® i) = 1 — sin?4] — n?sin? iy + n?sin? iy sin® i}
& sin? i — n? sin’ i = sin? iy — n?sin? iy
& (1 -n?)sin?i} = (1 — n?)sin?is, (23)

de donde siendo n > 1, (1 —n?) # 0, factor que puede cancelarse en ambos lados de la Ec. (23);
de este modo,

do
— =0 & sin?i) =sin?iy < i) =iy (24)
d’L1

Por lo tanto, empleando la primera relacién de la Ec. (16), sini; = nsiné) = nsinig; de esta
igualdad y empleando la segunda relacién de la Ec. (16), se obtiene sini; = siné,. Por lo tanto,

i1 = % como se deseaba demostrar.

2.2 Parametros de Abbe

Una forma de caracterizar el vidrio que constituye a un prisma, una lente o una placa de
vidrio es considerando el comportamiento de su indice de refraccién al variar la longitud de
onda de la radiacién que cruza la muestra de vidrio; para ello, Abbe? introdujo el concepto

2Ernst Abbe, fisico alemén del siglo XIX, estableci6 la teoria de la formacién de imagenes en un micro-
scopio convencional por primera vez aplicando el analisis proveniente de la teoria de la difracciéon que hoy
en dia se denomina como Optica de Fourier.
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del poder dispersivo de un vidrio éptico, el cual lo definié mediante la siguiente expresién,

vy = 1€ (25)

ng — 1
donde,
e 1 es el indice de refraccion para la linea del hidrégeno en 4861 A°,
e nc es el indice de refraccién para la linea del hidrogeno en 6563 A°,
e 14 es el indice de refraccién para la linea del cloruro de sodio en 5876 A°,
e np es el indice de refraccion para la linea del cloruro de sodio en 5893 A°;

con la notacién de A° como un Amstrong e igual a 107® cm.
El ndmero de Abbe, a su vez, se define como el inverso del poder dispersivo, i.e.,

1 —1
yoL_ a1 (26)
Vd N — N¢

y lo que se conoce como la carta de vidrios o mapa de vidrios, Fig. 7, es una grafica con ejes
coordenados representados por los parametros v y ng.
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Figura 7: Mapa o carta de vidrios épticos comerciales. Cada vidrio se caracteriza por su nimero
de Abbe y su correspondiente valor del indice de refracciéon para np.
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Como puede observarse de la Ec. (25), para medir n en diferentes longitudes de onda
es necesario considerar el tipo de fuente luminosa y por esta razon, tradicionalmente, se
emplean como fuentes de emisién aquellas que contienen hidrégeno y cloruro de sodio (sal
comun). En ambas ecuaciones, Ecs. (25) y (26), ng — 1 es la refractividad y ng — nc es la
refractividad media; en general, para dos indices de refraccién n; y no, ny — ny se conoce
como la dispersion media parcial. Las letras empleadas como subindices en el indice de
refraccion corresponden a la nomenclatura de Fraunhofer empleada en espectroscopia para
las lineas espectrales del elemento o compuesto quimico bajo consideracion (ndtese que las
longitudes de onda mostradas del NaCl estdn muy juntas, su diferencia es de 17A°, y bien
podria emplearse np en vez de ng). Los nombres de los vidrios épticos cominmente se dan
en términos de sus compuestos quimicos; aproximadamente existen unas diez companias
productoras de vidrio, y la mitad de ellas podria decirse que son de precision, p. €j. Schott
Glass Technologies u O’hara Company.

En el caso de un prisma dispersor, sabemos que, para angulos pequenos, sina ~ «,
entonces se puede escribir

dg=ang—1)=ng—1=

Od
)
(0%

y de igual manera,

O — 0
5F—(5C:(774:—77,C)Cv=>n|:—nc:FTC7

de modo que, el niimero de Abbe puede expresarse, para un prisma delgado, como:

T o —oc

14

(27)

Esta ultima ecuacién representa al cociente entre lo que se definié como la refractividad y
la refractividad media dada en la Ec. (26), pero ahora expresada en términos de los dngulos
de desviacion minima para ciertas longitudes de onda.

Como se describird en la siguiente seccién, la Ec. (14) se emplea en el diseno de prismas
acromdaticos, entre los cuales pueden incluirse como casos particulares las cunas acromdticas
y los prismas de vision directa. Al hecho de que un prisma disperse o descomponga la luz
blanca en las diversas longitudes de onda que la componen (espectro visible) se le conoce
formalmente como la dispersion cromdatica o aberracion cromdtica que no es otra cosa que un
“despliegue de los colores”. Esta tltima aberracién esta implicita en cualquier sistema éptico
refractivo y en algunos sistemas 6pticos, sus consecuencias son inevitables en el deterioro que
sufren las imagenes.
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2.3 Cuna acromatica

Una cuna acromatica se dispone como se muestra en la Fig. 8, donde el primer prisma esta
caracterizado por a;(ng1 — 1) y v1, y el segundo prisma por as(ngs — 1) y vo, pudiendo
escribirse,

rayo
incidente

rayo
desviado

Figura 8: Cuna formada por dos prismas con dngulos a7 y as e indices de refraccién ny y no.

_ e de
01— 0c1 ” ° Op2—Oco

La desviacion angular total, d7, de los rayos cruzando dos prismas y la dispersién total, Ar,
se calculan de acuerdo a las férmulas

(28)

151

or = a1(ng; — 1) + ag(ngz — 1), (29)
AT:%M_‘_O@M; (30)

V1 Vs
naturalmente, la condicién para que la cuna sea acromdtica o no dispersiva, es que Ar = 0;
despejando oy de la Ec. (30), se obtiene
(nd2 — 1) 141
Vo (ndl — 1)7

(31)

a1 = —Q2

substituyendo la Ec. (31) en la Ec. (29) y despejando as, se obtiene que,

e (V2 ”_2 Vl) (ndjT— 1) )
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analogamente, para el angulo «, se tiene

e (Vl V—l V2) (ndléT— 1) (33)

Por lo tanto, para poder obtener una cuna acromatica en base a dos prismas de vidrio, de
los cuales conocemos sus caracteristicas como lo es el vidrio homogéneo para diferentes lon-
gitudes de onda, los déngulos de ambos prismas deben satisfacer las Ecs. (32) y (33).

Indices de refraccion. Vamos a probar que en una cuna acromatica se cumple la siguiente
relacién entre indices de refraccién, (ng — nc)1 = (ng — nc)2 donde los subindices se refieren al
primer y al segundo prisma respectivamente. Hemos visto que para una cuna acromatica debe
cumplirse que A = 0 o equivalentemente que

(g1 — 1) (ng2 — 1)

-1 —1
2 2 1%} 141

Utilizando la definicién del nimero de Abbe, v = (nqg — 1)/(ng — nc), vemos que

ngp — 1 Ngo — 1
(nF—nch = —— v (nF —nc)s = ——, (35)
1 V2
que substituyendo en la Ec. (34) queda
(nF — nc)1a1 = (n,: — nc)g(—ag). (36)

En consecuencia, la relacién més general que debe cumplirse entre los indices de refraccion esta
dada por

(nF —nc)r en| = (nF —nc)z az. (37)

Si en ambos prismas los angulos son iguales, es decir, si |a1| = |a2| = « entonces obtenemos el
resultado deseado

(nF —nch = (nF — nc)e, (38)

cuya desviacién total es o = [(ng1 — nd2) .

2.4 Prisma de vision directa

En este caso la condicion que se impone a la combinacién de dos prismas refractores es que
la desviacién total sea nula pero su poder dispersivo exista, i.e., Ar # 0 y de preferencia
se acreciente. Entonces, despejando «; de la Ec. (29), tomando en cuenta que ér = 0y
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substituyendo en Az, Ec. (30), se obtienen los valores necesarios para los éngulos de los
prismas expresados como

4P Arp 151) Ap

(1/1 - 1/2) (ndl — 1) y o2= (1/2 — Vl) (nd2 _ 1) (39)

a1 =

Una aplicacion de estas componentes dpticas, en las cuales se llegan a incluir dos o tres pares
de prismas refractores, corresponde a un espectrocopio de vision directa, que ademas de ser
portatil, permite realizar analisis espectrales de campo cualitativos.

Espectroscopio de visién directa. En este ejemplo disenamos un espectroscopio de visién
directa usando dos prismas usando dos de los vidrios mas comunes denominados BK7 y F2; la
disposicion geométrica de estos prismas puede verse en la Fig. 8. Por definicién, la desviacién
total debe anularse, i.e., 7 = 0 y los dngulos se calculan con las expresiones dadas en la Ec. (39).
De la guia Schott de vidrios épticos, los nimeros de Abbe asi como los indices de refraccién
correspondientes a la linea del cloruro de sodio en ambos vidrios son

11 (BK7) = 64.17, ng1(BK7) = 1.51680,
1(F2 ) =36.37, ng(F2 )= 1.62004.

Substituyendo estos valores en la Ec. (39), se obtiene

(64.17)(36.37)  Ar 1
= — _162.45A7 = Ap = —
36.37 — 64.17 1.51680 — 1 T T 162.45
(64.17)(36.37) AT a9
— 135.40A1 = Ap =
@2 64.17 — 36.37 1.62004 — 1 T = 8T = 13510
Se comprueba que
(ST = (nd1 — 1)0&1 + (ndg — 1)&2

= (151680 — 1)(—162.45)Az + (1.62004 — 1)(135.40)Ar
(—83.95 + 83.95) Ay = 0.

Independientemente del poder total dispersivo dado por Arp, los dngulos «ay, s de los prismas
deben guardar la siguiente relacién donde el valor numérico de 1.2 se ha considerado en vez del
valor exacto 1.19978,

a1

16245

|av |
= ~192= ~ — ~(. .
135.40 2] 12 =V 83 Jon|

a2
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Finalmente, el diseno en base a estos parametros queda resumido en la siguiente tabla:

Prisma BK7 | Prisma F2 Poder Dispersivo Total
(651 Qo ~ 0.83(11 ‘AT‘ >~ ‘Oé1| (0006) >~ \a2| (0007)
4° 3.32° 0.025°
6° 4.98° 0.037°
8° 6.64° 0.049°
10° 8.30° 0.062°
12° 9.96° 0.074°
14° 11.62° 0.086°

2.5 Reflexion total

En la Fig. 9 se muestra la interfase entre dos medios cuyos indices son n y n’. Si se supone
que n’ > n y que un rayo luminoso inicia su trayectoria en el medio n’ y se transmite al medio
n; entonces, si el angulo de incidencia es i, el angulo de refraccion es i1, del mismo modo si
el angulo de incidencia es ahora i, > | entonces el dngulo de refraccion es ahora is > ;. En

normal

Figura 9: Fenémeno de reflexion total, sucede que para el angulo critico 6., el rayo no se refracta
hacia el otro medio, permaneciendo reflejado en el mismo medio con la condicién de que n’ > n.

consecuencia, existird un dngulo critico 0. para el cual ya no hay transmision de luz pues el
angulo de refraccién sera precisamente igual a 90°. En tal situacién la luz se propaga en la
frontera de la interfaz que separa ambos medios y para un angulo de incidencia 6 > 6. habra
reflexién total como se indica en la misma figura. De acuerdo a la ley de Snell-Descartes,



Optica Geométrica, A. Cornejo R. & G. Urcid S. 19

Ec. (3), el valor del dngulo critico estda dado por:

n/
= in| — ). 4
0. = arcsin < p ) (40)

En el caso particular de una interfase agua-aire, con n ~ 1.33 y n’ ~ 1, se obtiene 6, = 42°.

2.6 Refractometros

Un refractometro es un instrumento que se usa para medir indices de refraccion; a contin-
uacion se describen algunas configuraciones clasicas que emplean prismas refractores.

2.6.1 Refractometro por autocolimacién

El material por analizar, en este caso vidrio, es un prisma recto con angulo o = ZABC cuyo
indice de refraccion n’ es desconocido. Inmerso en aire como se muestra en la Fig. 10, y bajo
la condicién de autocolimacién, esto equivale a medir el angulo de refraccion #f = «, con
incidencia normal sobre la cara BC' del prisma. En tal caso, aplicando la Ec. (3),

sini; = n'sin#); = n’sin a,
de donde,
o SN 27

— . 41
" sin « ( )

Por lo tanto, medidos 7; y «, con una base goniométrica, graduada en centécimas de grado,
sobre la que descansa el prisma, es posible calcular el indice de refraccién n’ del vidrio en
cuestion.

2.6.2 Refractémetro de Piilfrich

En este refractémetro, una muestra del material con indice de refracciéon desconocido ng se
coloca sobre la base de un prisma de referencia con dangulo « = ZBAC e indice de refraccién
n > ng. Inmersos en aire tanto el prisma como el material, se hace incidir luz en forma
rasante a la base del prisma de modo que el rayo refractado en la interfase [ng : n] forme un
angulo 6 en el interior del prisma (ver Fig. 11); este mismo rayo se vuelve a refractar en la
interfaz [n : nue| que corresponde al segmento AC' teniendo a v como éngulo de incidencia
y a ¢ como angulo de refraccién. Se cumplen entonces las relaciones siguientes:

=~
[\
S~—

no sin 90° = nsin 6, (

=~
w
SN~—

nsiny = sin ¢, (
a=0+n. (

IS
IS
S~—
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Figura 10: Refractémetro de autocolimacién. A cierto éngulo de incidencia i1, el rayo incide en
forma normal a la cara BC reflejandose a lo largo de toda la trayectoria de incidencia, por lo tanto,
-/

/Ll = .

Midiendo experimentalmente los valores de o y ¢, el valor de ny puede determinarse de

acuerdo a la ecuacién
ng = sin ay/n? — sin? p — cos asin . (45)

la cual puede ser obtenida a partir de las Ecs. (42) a (44).
Si se considera un prisma de referencia con un angulo recto, i.e., con @ = 90°, este nuevo
arreglo es conocido como refractdmetro de Piilfrich, para el cual, la Ec. (45) se simplifica a

la siguiente expresion
ng = \/n? — sin® . (46)

Con este tipo de refractometro de Pilfrich solo la medida del angulo ¢, permite determinar
el valor del indice de refraccién desconocido ngy del material; por esta razon el refractémetro
de Piilfrich es de amplia aplicacién en diversas dreas de la investigacion y la industria. Cabe
aclarar que el material con indice de refraccién ng, puede ser un sélido o un liquido.

Error en la medicién de ng. Vamos a deducir una ecuacién que nos permita estimar el error
al determinar el valor del indice de refraccién ng cuando la condicién de Pilfrich de o = 90° no
se cumple. Si en la Ec. (45) mantenemos el dngulo emergente ¢ como constante y el dngulo a del
prisma del refractémetro como variable, realizamos un analisis de primer orden en una variable,
pues en este caso ng es funcién de a. Si € denota el error cometido en la mediciéon del dngulo «
entonces el error en la medicién del indice de refraccién ng estd dado por

€med = No(a + €) — ng(a), (47)
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muestra

Figura 11: Refractémetro para materiales con indice de refraccién desconocido, ng. Para a = 90°,
n > ng y el refractémetro es conocido como el tipo Piilfrich.

y si € = 0 vemos que

N — = €med ~ E—a. (48)

Para este refractémetro, consideramos valores del angulo del prisma en la vecindad de 90° que
matematicamente equivale a evaluar la derivada anterior en o = 90°. Asi, se obtiene

dno . . .
Emed N E—— = ¢(cos ay/n? — sin? ¢ + sin asin )
do | a=90°

Por ejemplo, si ¢ = 10° es el valor del angulo emergente y € = (0.5, el error en la medicion de ng
€s Emed ~ (0.5)(0.174) = 0.087. En sentido mads estricto, siendo n constante, la expresién dada en
la misma Ec. (45) para ng es de hecho una funcién de dos variables, a y . En este caso hacemos
un analisis también de primer orden pero en ambas variables de modo que la aproximacién al error
estd dada ahora por la féormula

donde, &, denota el error cometido en la medicién del angulo del prisma y e, denota el error
cometido en la medicion del angulo emergente.

= esin . (49)

a=90°

) cos? ©
. =EqSIMp + €y 5 ——
a=90 n“ —sin” @

dno
da

dno

dp (50)

€p

€med ~ (511
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3 Espejos planos

3.1 El espejo plano

El espejo plano es un elemento 6ptico que permite fundamentalmente desviar los rayos lu-
minosos en una direccién preferente; consta, en general, de un substrato de vidrio recubierto
con una capa metdlica, generalmente de aluminio, que permite la reflexién de la luz. Los
espejos de uso mas comun tienen el depdsito en la parte posterior y los espejos mas especial-
izados tienen el depdsito al frente. Algunas caracteristicas importantes de un espejo o serie
de espejos planos son las siguientes:

e En términos generales se considera un espejo plano como un “doblador” de haces lumi-
nosos y es importante determinar el tamano del espejo segin la aplicacién requerida.
Como se ve en la Fig. 12, el campo de vision corresponde al angulo entre las prolonga-
ciones de los rayos reflejados provenientes de la fuente virtual situada tras el espejo que
a su vez se encuentra a la misma distancia d que la fuente puntual real con respecto al
espejo y a lo largo de la normal FF'.

-

espejo plano

Figura 12: F es una fuente puntual de luz, F’ es la imagen virtual de F' producida por el espejo
plano; a3 y as son los angulos de los haces de luz que inciden sobre el espejo, y L1, Ly son las
longitudes de los haces sobre el espejo.

e Las imagenes se pueden revertir de izquierda a derecha o de derecha a izquierda como
se aprecia en la Fig. 13 con la letra R, si el observador esta colocado en la posicién 1.
. Qué ocurre para el observador 27

e En términos generales, es 1til definir un sistema de coordenadas para determinar si una
imagen esta revertida o no, como puede concluirse de las posiciones de los observadores
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L\ observador 1
C

D
O\ observador 2

espejo plano

Figura 13: Considerando como objeto a la letra R, la imagen producida por el espejo se obtiene
con los trazos de los puntos A, B,C' y D, a sus puntos imagen A’, B’,C’ y D’ respectivamente.

en la Fig. 13. En ocasiones, abreviaremos “espejo plano” por EP o simplemente por
Eo M.

Campo angular de un espejo plano. La figura 14 presenta la configuracion geométrica de un
espejo plano retrovisor que comunmente empleamos como un auxiliar visual en los automoéviles ya
sea como espejo interior o como espejo lateral. Suponemos conocidas la longitud [ del espejo E,
la distancia perpendicular d del observador a la prolongacién de la linea que define al espejo, la
distancia C' que hay del centro del espejo a la perpendicular anterior y la distancia perpendicular
D que hay entre el campo angular A y la linea que define E. El objetivo es entonces determinar
el valor de A que es la longitud correspondiente al campo angular que ve el observador hacia atréas
del espejo.

Figura 14: Campo angular A que abarca un espejo plano E para un observador situado a una
distancia d perpendicular a la linea del espejo.



24 Optica, INAOE

Ri fuente virtual

d

D

PD observador A1 A2

Figura 15: Izquierda, esquema para determinar A por geometria elemental; derecha, esquema para
determinar A por geometria analitica.

Consideremos el primer esquema de la Fig. 15 en el cual los puntos P; y Pp representan
respectivamente una fuente virtual a la distancia del observador y una referencia respecto a la linea
que define el campo angular; los puntos Fy y Fs son los extremos del espejo plano y andlogamente
los puntos A7 y As son los extremos del campo angular. Empleando el principio de Herén de la
geometria elemental relativa a tridngulos semejantes vemos que

A D D
AP;E1Ey ~ APpA1Ay = 7 = T+d = A= (g + 1> . (51)

Del segundo esquema en la Fig. 15 y usando coordenadas como en geometria analitica tenemos que
P =(0,d) y

Ey = (C—050,0); Ex = (C+0.50,0) ;5 Ay = (z1,—D) ; Ay = (22, —D), (52)

y las ecuaciones de las rectas £1 y Lo que pasan, respectivamente por los pares de puntos P'E; y
P'E5 son

—d
Lroy <0—0.5z>x+d’
c (== Nata (53)
2 “\C+05 '
Claramente,
Arely = D=(—2 Vo 4doam=—05) (241
LEM “\c—om) M e AN
Mely = —D=(—% Vagtd=a=(C+05) (241 (54)
2 2 = C+0.5l ) To = . d .
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Por lo tanto,

D
A:l‘2—$1:l<g+1>. (55)

Observemos que en ambas deducciones, el valor de C' no aparece en el resultado final. Como un
caso particular, supongamos que el campo angular se encuentra a 30 metros, que el espejo mide
10 cm y que la distancia al espejo es de 30 cm. Entonces, D = 3000 cm, [ = 10 cm y d = 30 cm;
emplenado la Ec. (55), el campo angular tendrd un valor de A = 10(3000/30+ 1) = 10(101) = 1010
cm equivalentes a 10.1 m.

3.2 Dos espejos planos

Una configuracion de dos espejos planos se muestra en la Fig. 16, siendo o« = ZF4 Es el angulo
entre ellos y d el angulo de desviacion total, una vez que un rayo incidente es reflejado en
ambos espejos. Una situacién por demds interesante es que el nimero de imégenes entre
dos espejos planos paralelos es infinito (para = 0); esto se ilustra en la Fig. 17, donde las
imédgenes producidas por cada uno de los espejos se convierte en objeto para el otro espejo
y asi sucesivamente.

Figura 16: Reflexién de un rayo en dos espejos planos con un angulo « entre ellos; ¢ es el dngulo
de desviacién total.
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»>-a-O---O---O--/-8 DI YT - I+ NS «

121

E

1 4 )

Figura 17: Imégenes puntuales multiples producidas por dos espejos planos, E1 y FEs, paralelos
entre si.

La relaciéon que existe entre los angulos a y ¢ se obtendra en base a la Fig. 16. Del
tridngulo AC'B se tiene que

w:a—}-(%—«%)—}-(g—@g)éa=91+92§ (56)

con respecto al vértice D,
5 =180° — . (57)
Del triangulo ABD se puede obtener la siguiente relacion,
v+ (m—26) + (m —2605) =, (58)
substituyendo v en la Ec. (57), se obtiene
§ = 2(0; + 62), (59)
y esta tltima ecuacién en funcién de «a, de la Ec. (56), es

§ = 2a. (60)

3.3 Prismas reflectores

Los prismas reflectores son elementos 6pticos que permiten cambiar la posicién geométrica
y orientaciéon de una imagen u objeto pero no su tamano. La posicion puede estar formada
por traslaciones, inversiones o rotaciones en planos determinados por las caras del prisma o
paralelos a estas. Del objeto a la imagen deben tomarse en cuenta el nimero de reflexiones
y el incremento del camino éptico, i.e., CO = nx distancia recorrida en el prisma. Algunos
prismas reflectores se muestran en las Figs. 18-20 y sus caracteristicas se describen a con-
tinuacion. En cada una de estas figuras se muestra la orientacién de un objeto, después de
reflejarse en las caras de los prismas.
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una reflexion

dos reflexiones

Figura 18: Prismas reflectores. a) Prisma bésico y b) Prisma retrovisor.

dos refracciones - una reflexion

Figura 19: Prisma refractor-reflector Dove.

El prisma bdsico es un prisma de 90° que opera con una reflexién, r, en la cara
hipotenusa del prisma (ver Fig. 18a),

El prisma retrovisor es un prisma de 90° que opera con dos reflexiones, ry y 7o, las
cuales ocurren en las caras del prisma que forman el dngulo recto (ver Fig. 18b),

El prisma Dove es un trapecio o prisma truncado que opera con una reflexién, r, en la
cara base del trapecio y dos refracciones, 1 y 79, que ocurren en las caras opuestas a
su base (ver Fig. 19),

El pentaprisma opera con dos reflexiones, r1 y ro, de modo que el rayo incidente y el
rayo emergente formen un dngulo recto (ver Fig. 19b),

El sistema Porro consta de dos prismas de 90° contrapuestos en su cara hipotenusa
y desplazados entre si por mitad. Opera con cuatro reflexiones (rq1, ...,722), dos en
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0 it 9 90’ *
4 21907, - .
5\_”/7’1 2 N

! +dos reflexiones

v cuatro reflexiones

Figura 20: Prismas reflectores. a) Pentaprisma y b) Sistema Porro.

cada prisma. Este arreglo de prismas mantiene la misma orientacién para cualquier
objeto bajo observacién, ya sea en reversién o inversiéon (ver Fig. 20) y es empleado,
por ejemplo, en binoculares.

Objeto e imagen en prismas Porro. A continuacién mostramos esquematicamente en la Fig. 21
la orientacion de la imagen de la letra ‘R’ que se obtiene cuando este objeto es reflejado en un sistema
de dos prismas Porro dispuestos como en la parte b) de la Fig. 20.

180° <

| > 180°
90°

imagen

Figura 21: Reflexiones de la letra R en un sistema de dos prismas porro.
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Indicamos también la orientacién de cada una de las reflexiones que ocurren en las caras de
estos prismas en el mismo diagrama asi como en la tabla anexa; m-d indica que se usa un sistema
tridimensional de “mano derecha” para efectuar el giro correspondiente:

‘ Reflexién ‘ Prisma ‘ Giro ‘ Orientacién ‘

711 A +90° | m-d acostada
719 A +90° | m-d invertida
791 B —90° | m-d acostada
799 B —90° | m-d invertida

Una técnica comun para cuantificar el nimero de reflexiones y el camino 6ptico consiste
en hacer el diagrama tinel correspondiente al prisma en cuestién. Como puede observarse,
el camino total recorrido por un haz luminoso en cada uno de los prismas equivale al mismo
trayecto en una placa de vidrio, con un cierto espesor d e indice de refraccién n. Las lineas
punteadas en cada uno de estos diagramas tinel mostrados en las Figs. 22 y 23 representan un
desdoblamiento del prisma en cuestién para hacer patente el niimero de reflexiones, indicadas
con un pequeno circulo, y el camino 6ptico total recorrido. Este tltimo es “equivalente” a
un trayecto rectilineo en una placa de vidrio de caras paralelas.

A/
’
7
S |d
A /
/7
A
4
’// dzx'/
e ¥ d,
‘_/___ -r" o J
kN .
B C
}X\ 1
o AN 1
N |
B O
N 1
) ,
1
\IA

Figura 22: Diagramas tinel. a) En el prisma bésico, d = dy + d2 y b) en el prisma retrovisor,
d=dy+ds +ds.

3.4 Tratamiento vectorial de la ley de reflexion

Veamos como se describe la ley de la reflexién en forma vectorial. En la Fig. 24, la nomen-
clatura es la siguiente:
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Figura 23: Diagrama ttunel del prisma Dove, d = dy + da.

vector unitario a lo largo del rayo incidente,
= vector unitario a lo largo del rayo reflejado,
vector unitario normal a la interfaz,

= angulo de incidencia o de reflexion,

o - 2P
I

= multiplo escalar del vector normal a la superficie reflectora;
podemos ver que, segin el diagrama, se puede escribir la ecuacion,
8, =8 +I'N. (61)

Efectuando el producto escalar con N de la ecuacién (61), y tomando en cuenta el dngulo I,
entonces se tiene

A~

5 -N=§ N+IN-N, y (62)
=% -N—-5§-N, (63)
= —181]|N| cos I—|8o||N| cos I, (64)
y finalmente,
I'=—2cos] = —2§ - N. (65)
De tal modo que la ley de reflexion, en forma vectorial, queda expresada como
8 =80 — (2cos NN 6 8, =8 — 2(80 - N)N. (66)

A

También es comun expresar los vectores unitarios §y,8;, y N en funciéon de sus cosenos
directores, es decir,

éO(k07l07m0) ; §1(/€1,l1,m1) ; N(KuLaM)' (67)
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A o

N
WA
| N
N N

Figura 24: Esquema vectorial para la ley de reflexién.

Cuando esta representacién se emplea en la Ec. (66), es posible tener una forma matricial
de la misma ecuacion, como se vera mas adelante.

Cosenos directores del vector normal. Empleando la ley de la reflexién en forma vectorial
vamos a encontrar las ecuaciones de los cosenos directores de la normal a un espejo plano cuando
se conocen las direcciones del rayo incidente y reflejado.

Denotamos los cosenos directores de la normal N por (K, L, M), y refiriéndonos a la Fig. 25,
calculamos los cosenos directores de los siguientes vectores:

8o = PyO = (ko,lo,mo) ; 8 =OP = (k1,li,m1) ; N=0Py=(KLM) (68)

de modo que, por tener longitud unitaria, es decir, |So| = |81] = ‘N‘ =1 se sigue que
cosqqy = Og l‘fo =—ky ; cosa; =k ; cosa=K,
0
cos By = %:—lo ; cosfBr =1l ; cosf=0L,
0
cosyy = 0@% =-mg ; cosyr=my ; cosy=DM. (69)

De la ley de reflexion en forma vectorial, primera expresién de la Ec. (66), se obtiene lo siguiente,

N 1 . R
N = 20051(50_81)
1 . .
= 2COSI[(_1€O — ]{51)1 + (—lo — ll)J + (—mo — ml)k]

= Ki+Lj+ Mk (70)
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rayo reflejado

y

plano/de incidencia

Figura 25: Vectores de direccién §g del rayo incidente, §; del rayo reflejado y N de la normal que
yacen en el mismo plano determinado por los puntos Py, P1 v Pn.

e igualando componentes, los cosenos directores de la normal N quedan expresados en funcién de
los cosenos directores de los vectores direccién del rayo incidente §g, y reflejado §1; de esta manera

ko + k1 - _lo—i-h mo + mq

2cosl os 3 2cosl '’ cosy 2cosl ’

cosa =K = — (71)

0 equivalentemente,

R 1
N(K7L7M)Z—m(/ﬂoJrlioJrh,moerl)- (72)

3.4.1 Dos espejos planos ortogonales

Consideremos la Fig. 26; en ésta tenemos tres vectores unitarios correspondientes al rayo
incidente Sy, al rayo interno entre reflexiones §; y al rayo emergente 85, y los respectivos
vectores unitarios normales a cada uno de los espejos, N, y N. Entonces, aplicando la
Ec. (62) para cada una de las reflexiones,

él = éo — 2(@0 . N1>N1 y ég == él — 2(@1 . N2>N2 (73)

§2 - [éo - 2(§0 . Nl)Nl] - 2([§0 — 2(§0 . Nl)Nl] . NQ) 2 (74)
S
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Figura 26: Esquema vectorial de reflexién en dos espejos planos.

Como un caso particular, si se satisface que ambos espejos tienen un angulo entre si igual a
90°, esto implica que el producto, N7 - Ny = 0; entonces, el vector representando el reflejo
en los dos espejos es igual a

82 = 80 — 2[(80 - NNy + (80 - Ny)Ny). (75)

De esta manera, conociendo la direccion §y del rayo incidente y las normales N; vy Ny de
ambos espejos planos se puede calcular la direccién del rayo emergente, i.e., Ss.

3.4.2 Retroreflector perfecto

A este reflector también se le conoce como “esquina de cubo” y consta de tres espejos planos
FE4, Es, E5 dispuestos ortogonalmente entre si, en un sistema de coordenadas cartesianas
xyz, ver Fig. 27. Las normales a los planos yz, zz, ry, donde se encuentran las superficies
reflectoras, son respectivamente los vectores unitarios

N; = (—1,0,0) = —Kyi = —i (76)
N, = (0,—1,0) = —Loj = —j

A

N; = (0,0,—1) = —Msk = —k

Partiendo de las ecuaciones (62) y (63) se obtiene la siguiente expresién matricial para el
caso de una sola reflexion,

iy 1-2K? —2KL —2KM ko
L | = —2KL 1-21*2 —2LMm lo (77)
m —2KM —2LM 1-—2M? mo
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Figura 27: Esquema de un retroreflector de cubo.

donde la matriz R de 3 x 3 se denomina como la matriz de reflexion. Para los tres espejos
de una esquina de cubo, se tiene

~1 0 0 1 0 0 10 0
Ri=| 0 10]),R=[0-10],R=[01 0 (78)
0 01 0 0 1 00 —1

Entonces la direccién del rayo emergente 81 para un rayo que incide en Fjy, se refleja en Ej
y se vuelve a reflejar en E5 se calcula usando las matrices (78):

81 = (8 R)R3)Ry = —8) (79)

significando que, finalmente, el rayo “regresa” en la misma direccion.

Si P denota la distancia del origen del sistema de coordenadas xyz al espejo E'y p = §g N,
entonces, la matriz de orientacion en reflexion para un solo espejo segun la disposicién
espacial mostrada en la Fig. 28, esta dada por

p 0 0 0
p_L| Pk 1-Kky —Lk  —Mk
ol Pl —-Kly 1-Ll, —Mi,

Pmo —Kmo —Lmo 1— Mmo
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Figura 28: Esquema vectorial de un espejo con orientacién arbitraria.

Espejos que no son planos. En la Fig. 29 se muestra la disposicién de dos espejos que general-
mente conforman un telescopio. Vamos a explicar que tipo de curva geométrica deben tener los dos
espejos para que los rayos esquematizados viajen en la trayectoria indicada.

espejo primario *

espejo secundario E
: 1

Figura 29: Dos espejos que forman un telescopio.

De hecho esta configuracién corresponde a un telescopio Cassegrain con éptica clasica. FEjp es
el espejo primario el cual requiere de un forma parabdlica y Fs es el espejo secundario cuya forma
es hiperbdlica. El rayo incidente en Ej se refleja hacia su foco F; y al encontrarse en su camino
al espejo Fo se vuelve a reflejar hacia el foco Fy de Ey puesto que este ultimo es convexo. Esta
configuracién permite obtener una distancia focal grande atin cuando Es es mas pequeno que Ej.
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El punto focal F» se denomina foco de Cassegrain y es estigmadtico, lo cual significa que esta exento
de aberracion esférica; sin emabrgo, la aberraciéon de coma producida por E; no puede evitarse
en esta configuracién. Dado que el segundo espejo es convexo se obtienen razones focales altas, p.
ej., de f/8 y f/13 que permiten la observacién de objetos extendidos como los planetas de nuestro
sistema solar con buena resolucion espacial asi como el aislamiento de una estrella entre sus vecinas
para un estudio detallado.

4 Trazo de rayos

4.1 Nomenclatura

Con el propésito de analizar el paso o la propagacion de un haz luminoso através de un
sistema Optico, es necesario plantear una teoria de caracter geométrico que consiste en la
aplicacion de la ley de refraccién aplicada a la trayectoria que puede seguir un rayo. Esta
técnica generalmente recibe el nombre de “trazo de rayos”, y aqui presentamos los funda-
mentos para el caso de superficies esféricas, centradas en un eje comun denominado eje
optico. Conceptualmente, en el contexto de la 6ptica geométrica, un “sistema 6ptico” es una
combinacion de superficies esféricas o asféricas, posiblemente construidas con materiales de
distinto indice de refraccién, y sumergidas en medios gaseosos, liquidos, o en aire; dentro
de este texto consideraremos unicamente el aire como medio en el cual opera un sistema
optico cualquiera, sin embargo en las formulas que se derivaran en las préximas secciones,
no hay que olvidar esta restriccién que se esta considerando. Para otros medios que no sea el
aire, sera necesario revisar cuidadosamente la formulacion. Todas las superficies que forman
el sistema comparten un eje comtn o eje 6ptico, como ya se menciond, el cual sirve como
referencia para los pardametros fisicos involucrados. Si se emplea la nomenclatura sugerida
por Conrady, mostrada en la Fig. 30, se deben tomar en cuenta los siguientes convenios de
signos:

e Parametros de la superficie

1. Las rectas normales para los diferentes puntos de una superficie esférica se consid-
eran unidas en el punto comin denominado centro de curvatura de la superficie,
abreviado c.c;

2. la interfaz entre dos medios se describird por sus indices de refraccién [N : N'];
3. la distancia entre los vértices de dos superficies se denotara por e,

4. el radio de curvatura r de cada superficie es la distancia del vértice al centro de
curvatura de la superficie correspondiente.
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-..normal

_ €eje optico

=<

N

Figura 30: S es la superficie esférica; r es el radio de curvatura, V es el vértice de la superficie y
c.c. denota el centro de curvatura de la superficie. I,U son los dangulos del rayo incidente (r.i.) e
I',U’ son los éngulos del rayo refractado (r.r.)

e Parametros del rayo

1. El angulo de incidencia de un rayo sobre un punto de la superficie 6ptica se denota
por I;

2. el angulo entre el rayo incidente con el eje éptico es denotado por U,

3. la distancia entre el vértice de la superficie y el cruce del rayo incidente con el eje
optico denota la distancia L,

4. para el rayo refractado los pardmetros correspondientes seréan I', U’ y L'.

La idea es entonces determinar el valor del angulo U’ y la distancia L', que representan la
direccion y el cruce del rayo refractado con respecto al eje éptico. De igual forma se pueden
encontrar las intersecciones del rayo luminoso con las otras superficies que forman el sistema
optico.

4.2 Formulas del trazo exacto

De la Fig. 31 es posible derivar, por simple geometria, y por la ley de los senos aplicada a
los triangulos PccP, y PccP; las siguientes relaciones,
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Figura 31: Trazo exacto de rayos meridionales en dos superficies refractoras; con las férmulas de
transferencia: U] = Uy, Ly = L} — s, N| = Na.

a=I+U=1I'+U, (81)
sin U sin

= 82

r L—1r’ (82)
sin U’ sin I’

_ . 83

r L —r’ (83)

ademés usando la ley de refraccién, Ec. (3),

Nsinl = N'sinI’. (84)

Conocidos los parametros de la superficie N, N’ y r y los pardmetros auxiliares del rayo
incidente U, L; el objetivo es establecer como, matematicamente, se podra resolver el sistema
de cuatro ecuaciones, Ecs.(81-84) con cuatro incégnitas, a saber: I, I',U’, L'. Para conocer
finalmente los valores de U’ y L’ consideremos la siguiente argumentacion. En primer lugar,
de la Ec. (82) se obtiene el valor de I, de la Ec. (84) se puede obtener el valor de I’;
habiendo determinado esos pardametros, de la Ec. (82) se puede deducir el valor de U’, y por
ultimo se obtiene el valor de L' de la Ec. (84). Es decir, las ecuaciones anteriores quedarian
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organizadas, en forma secuencial, del siguiente modo,

sin U Nsin I
inl = L — ; sinl’ =
sin . (L—r) ; sin N
sin I’
U=U+I1-1I; L’:r(l—i—sinU/). (85)

En resumen, conocidos los datos iniciales del rayo incidente U, L y los parametros de la super-
ficie refractora N, N’,r, y por medio de la secuencia mostrada en el conjunto de ecuaciones
Ecs.(85) se obtienen los datos finales para U’, L’ del rayo refractado. Para una segunda su-
perficie se hace uso de lo que se conoce como las ecuaciones de transferencia que son Uy = U]
y Ly = L} — dy, donde d; es la distancia entre los vértices Vi y V5 de las superficies épticas
refractoras que tienen un eje éptico comin. En general para un sistema 6ptico que consta
de k superficies con valores de Nj, N/, r; para j = 1,... ,k, se dispone de k — 1 ecuaciones
de transferencia que son

Uj+1:U/- ) Lj+1:L;—djparaj:1,...,k‘—l, (86)

J

donde d; es la distancia entre los vértices V; y V.

4.3 Convenio de signos

En el tratamiento de problemas relacionados con el trazo de rayos es necesario establecer
una convencién de signos ya que diferentes autores en la literatura obtienen sus conclusiones
o férmulas en base a esta técnica. Aqui hacemos las consideraciones siguientes tomando en
cuenta que la luz viaja de izquierda a derecha (ver Fig. 31):

e las distancias son positivas (+) para las cantidades r, L, L' si c.c., Py y P estdn a la
derecha del vértice V,

e las distancias son negativas (—) para las cantidades r, L, L’ si c.c., P, y P, estén a la
1zquierda del vértice V,

e los dngulos U y U’ son positivos girando el eje 6ptico hacia el rayo en el sentido de las
manecillas del reloj,

e los dngulos I e I' son positivos girando la normal a la superficie hacia el rayo en el
sentido contrario a las manecillas del reloj.

En el presente contexto, entendemos por un sistema 6ptico un conjunto de superficies que
pueden ser refractoras, reflectoras o una combinacién de ambas. En cualquier caso existird
esparcimiento entre superficies cuyo indice de refraccion sea el aire. Pero en otros casos
seran lentes “cementadas”, es decir, una superficie unida con la otra. También es importante
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mencionar que el objeto e imagen podran estar en aire, o en algin otro medio, como por
ejemplo, agua o algin gas. La imagen formada por un sistema éptico de este tipo se le
conoce usualmente como imagen aérea por el hecho de estar inmersa en el espacio.

4.4 Foérmulas del trazo paraxial en superficies esféricas

Las expresiones para el trazo exacto de rayos se simplifican siempre que se considere la
condicién de angulos pequenos, o sea, cuando los rayos son muy cercanos al eje éptico. En tal
caso se dice que el sistema éptico opera bajo las condiciones de Gauss o de la teoria paraxial
de rayos. Esta simplificacion geométrica constituye el primer paso en el disenio de un sistema
optico para comprobar sus especificaciones, en el sentido que el comportamiento “ideal” de
dicho sistema corresponde a su comportamiento “paraxial”. A un dngulo « se le considera
“pequeno” si a < 5°, entonces sina ~ «. En este caso y con el propédsito de distinguir
del trazo exacto de rayos, los parametros o variables involucradas tanto para las superficies
como para los rayos, exceptuando el radio de curvatura, se escribiran en minusculas; de tal
modo, las férmulas para el trazo paraxial se escriben, a partir de las Ecs.(81-84) como

Z:;(l—r) ; ’/:WZ,
!

W=u+i—i ; I'=r 1+, (87)
u/

Ejemplo de trazo de rayos. Dada la Fig. 32 y los datos correspondientes indicados en ella
mostramos en seguida como determinar las distancias Lf y I}, usando respectivamente las ecuaciones
de trazo exacto de rayos y las ecuaciones de trazo paraxial. Del mismo modo determinamos la
diferencia en grados entre los dngulos Uj y .

Primero, se emplean las expresiones de la Ec. (85) del trazo exacto de rayos de modo que para
la primera superficie,

inU in(—10
I, = arcsin <Sm S(Ly — 7”1)) = arcsin (%(—100 - 50))
™

= arcsin(0.521) = 31.396 ~ 31.4°,
, . <N1 sinIl> . (sin(31.396)>
I} = arcsin| ——— | =arcsin | ————
Ny 1.553
= arcsin(0.335) = 19.600 ~ 19.6°,

U = (IL+Uy)—1I{ =31.396 — 10 — 19.6 = 1.796 ~ 1.8°

sin I} sin(19.6)
Ly = 1 L) =50(1+—F——=
L= < t U{> °0 ( * sin(1.796)>

0.335
= 1+ —— | =584.44 ~ 584.4 cm.
50 < + 0'031> 58 584.4 cm
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D=25cm

diametro de la lente

N=1.553

indice de refraccion

- ; T
100 cm L2 ’[2
r, =50 cm r, =—60 cm

Figura 32: Esquema relativo al célculo de las distancias Lo y 1.

Por las relaciones de transferencia dadas en la Ec. (86), vemos que Uy = Uj = 1.8° y Ly =
L) —d =584.44 — 1 = 583.44 cm; ademds, No = Nj = N = 1.553 y N = 1. Asi, para la seqgunda

superficie se tiene que,
sin Uy sin(1.796)

—60

L = arcsin< <583.44—<—60>>>

(Lo — r2)> = arcsin (
T2
= arcsin(—0.336) = —19.639 ~ —19.6°,

Ny sin I
I, = arcsin <ﬂ>:arcsin(1.553(—0.336))

N/
2
= arcsin(—0.522) = —31.454 ~ —31.4°,
Uy = (Ia+Us) — I = (—19.639 4+ 1.796) — (—31.454) = 13.611 ~ 13.6°,

sin 1}, sin(—31.454)
L, = 1 2 = (— 1 N T/
2 T2< +sinU§) ( 60)< T n(13.611) >

—0.522
= (- 1+ = 73.043 ~ .
(—60) < 0.235 > 73.043 ~ 73 cm

Ahora, de las expresiones dadas en la Ec. (87) para trazo de rayos paraxiales tenemos para la
primera superficie

. l1—7“1 —100 — 50 °
- - —10) = 30
“ 0 50 (10 :
N, 30
/ = Y 19317 ~ 19.3°
N T 1553 9317 = 19.3",

wp = (i1 +u1) — i = 30+ (—10) — 19.317 = 0.683 ~ 0.7°,
-/

19.317
i = n <1 + ’—1) =50 <1 + 7) — 1464.124 ~ 1464.1 cm.
! ) 0.683
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normal

Figura 33: Esquema relativo al trazo exacto de rayos respecto de la primera superficie.

Aplicando otra vez las relaciones de transferencia dadas en la Ec. (86), vemos que ug = uj = 0.7°
ylo =15 —d=1464.129 — 1 = 1463.129 cm. Asi, para la sequnda superficie se tiene que,

ly — 1o 1463.129 — (—60)
Uo =

o = . = —17.338° ~ —17.3°

i P = (0.683) = —17.338 7.3°,

./ N2 . °

iy = s = (1.553)(~17.338) = —26.926 ~ —26.9°,

2
Wy = (ip+ug) — iy = (—17.338 + 0.683) — (—26.926) = 10.271 =~ 10.3°,
% —26.926
h = 1+2) =(— 1+ ——"—) =97.293 ~ 97. )
ls r9 < + ) (—60) ( 1+ 10971 97.293 ~ 97.3 cm

Es importante hacer notar que las distancias L} o I} referidas a la interseccién del eje éptico con
los rayos que salen de la lente corresponden a la distancia de un punto imagen asociado a un
punto objeto frente a la lente que en este caso lo consideramos colocado sobre el eje 6ptico. Las
diferencias longitudinal y angular entre ambos tipos de trazo de rayos, i. e., exacto y paraxial son
las siguientes:

ALy = |Ly—1| =|73.043 — 97.293| = 24.25 ~ 24 cm,
AUy = |Uj—uh| =[13.611 — 10.271| = 3.34 ~ 3.3°,
las cuales son “grandes” debido a que el angulo U; = —10° no es en realidad suficientemente

pequenio para aplicar las ecuaciones de trazo paraxial. De hecho, las diferencias AL, y AU) repre-
sentan el error absoluto cometido en la distancia del punto imagen asi como del dngulo con el eje
éptico por haber usado la aproximacién paraxial. Veamos ahora que sucede con las distancias L}
y 1} si los radios de curvatura de ambas superficies aumentan de valor y lo mismo para el espesor
d de la lente en cuestion.
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Rk normal

I -

.y 583.4.cm

D:2.5<:m‘/“§ LzEZL{_d

L, =73 cm

Figura 34: Esquema relativo al trazo exacto de rayos respecto de la segunda superficie.

rl\rg\dH L lg\ Ug\ ugHAL’Q\AUé
5060 | 1] 72981 97.30 [ 13.64 [ 10.27 || 24.32 | 3.37

60 | -70 | 1 || 110.85 | 140.51 | 9.10 | 7.12 || 29.66 | 1.98
70 | -80 | 1| 165.30 | 207.67 | 6.14 | 4.82 | 42.37 | 1.32
80 1-90 | 1| 253.18 | 32647 | 4.02 | 3.07 || 73.29 | 0.95
50 | -60 | 5 73.02 | 97.27 | 13.55 | 10.24 || 24.25 | 3.30
60 | -70 | 5 || 110.86 | 140.48 | 9.09 | 7.14 || 29.61 | 1.96
70 | -80 | 5 | 165.12 | 207.19 | 6.16 | 4.90 || 42.07 | 1.31
80 |-90 | 5 || 252.07 | 323.90 | 4.06 | 3.12 || 71.84 | 0.94

50 | -60 | 10 73.07 | 97.24 | 13.43 | 10.21 || 24.17 | 3.22
60 | -70 | 10 || 110.88 | 140.44 | 9.08 | 7.16 || 29.56 | 1.93
70 | -80 | 10 || 164.80 | 206.59 | 6.20 | 4.91 || 41.70 | 1.29
80 | -90 | 10 || 250.70 | 320.81 | 4.11 | 3.18 || 70.11 | 0.93

50 | -60 | 15 73.17 | 97.20 | 13.32 | 10.18 || 24.09 | 3.14
60 | -70 | 15 || 110.90 | 140.40 | 9.07 | 7.18 || 29.50 | 1.90
70 | -80 | 15 || 164.67 | 206.00 | 6.23 | 4.95 || 41.33 | 1.28
80 |-90 | 15 || 249.37 | 317.83 | 4.17 | 3.24 || 68.46 | 0.42

43

En la tabla mostrada se muestra como los valores de los radios r; y 73 se aumentan si-
multdneamente cada 10 cm donde se han agrupando estos incrementos con un espesor variable
de 1,5,10 y 15 cm. Para este ejemplo, se observa que el error en la distancia AL, aumenta si
los radios de curvatura rq,7r9 se incrementan y que la contribucién del espesor d de la lente es
menos significativa. En forma cualitativa, los centros de curvatura CCy y CCy se alejan sobre el
eje Optico y las superficies van siendo cada vez menos esféricas por lo cual esta distancia aumenta.
La siguiente tabla d& los valores de L} y I} si el d4ngulo inicial U; = u; queda dentro de la zona
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paraxial. Puede verse que si U; — 0, entonces AL, AU, — 0.

(Ti=w d] ] G U5 ] AL[AG
—10° | 1| 72.98 | 97.3 | 13.64 | 10.27 || 24.32 | 3.37
=5° 1| 91.34 | 97.3 5.48 5.14 596 | 0.34
=3° (11| 9515 | 97.3 3.15 3.08 2.15 | 0.07
—1° (1| 97.06 | 97.3 1.03 1.03 0.24 | 0.00

4.4.1 Método y-nu

Este método emplea como parametros de calculo para conocer la trayectoria de los rayos, a
través de una superficie refractora, la altura y del rayo incidente sobre la superficie y con
respecto al eje optico, y el angulo u que forma la prolongacion de este rayo con el eje 6ptico
como se aprecia en la Fig. 35. Veamos como se emplean las expresiones dadas en la Ec. (87)
para encontrar el valor del dangulo v’ del rayo refractado, por la superficie en cuestion.

normal

:\ - A
i I

n \\n' !

Figura 35: Pardmetros y nomenclatura usados en teorfa paraxial de la refraccién de un rayo en
una superficie esférica; trazos y —nu y [ — 1.

De la primera y cuarta ecuaciones, al multiplicar respectivamente por n y n’, obtenemos

e '—r ,

ni = nu y n'i'= n'u’. (88)

r

De la tercera expresién que es la ley de refraccion, tenemos ni = n'i’, y al substituirla en la
Ec. (88) se obtiene,

[ — I'—
D = Tn'u', (89)
r r
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pero, como se oberva en la Fig. 35, la altura y = lu = I'u’ (para dngulos pequenos otra vez),
entonces

<y/u2 - <y/u;> i (90)

Después de algunos pasos algebraicos, a partir de la Ec. (90), se obtiene la expresién final

. (91)

n'u' =nu+ (n' —n)

BB

Esta ultima ecuacion corresponde a lo que se conoce como el método “y-nu”. Otras versiones
de la Ec. (91) son estas

1 y
= = L' — 92
u= [nu + 7A( n)] , (92)
o si se define ¢ = 7!, entonces
- ! 93
u—ﬁ[nu—l—yc(n—n)]. (93)

4.4.2 Método -l

Este método emplea como variables de cédlculo las distancias [ y [’ correspondientes a las
proyecciones sobre el eje 6ptico de la prolongacion del rayo incidente y del rayo refractado
como se indica en la Fig. 35. Puesto que,

n n n—n

4
U l r (94)

Esta ecuacién aparece en un gran numero de textos, ya que establece una relacion entre la
distancia [ del objeto y la distancia [’ de la imagen expresada mediante los parametros de la
superficie que son n',n y r.

4.4.3 Tamano de la imagen e invariante de Lagrange

En el tratamiento de las imédgenes Opticas correspondientes a objetos reales y formadas por
superficies refractoras y reflectoras, es importante conocer los efectos que éstas superficies
le causan a las dimensiones de un objeto. Por ello, vamos a mencionar lo relativo a las
dimensiones de la imagen cuando la luz de un objeto pasa por una superficie refractora.
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~... normal

S Y SR

‘

Zf

Figura 36: Esquema de rayos para las diversas amplificaciones e invariantes.

En referencia a la Fig. 36 y considerando las expresiones obtenidas en los métodos previos
correspondientes al caso paraxial, Ecs. (92) y (94), vemos que las expresiones que definen
los conceptos de aumento o amplificacion, lateral o transversal, longitudinal y angular, son

! altura imagen

aumento lateral = — =m= ———"— (95)
h altura objeto
o ol longitud imagen (eje éptico
aumento longitudinal = — =m = g‘ ‘g ( ‘] - p' ), (96)
ol longitud objeto (eje dptico)
u’ angulo rayo refractado
aumento angular = — = m, = — & i — : (97)
U angulo rayo incidente

En todo sistema éptico, como los considerados en éste texto, hay ciertas cantidades formadas
por una combinacién de productos o cocientes de los pardametros involucrados que se “con-
servan” o permanecen constantes cuando un haz luminoso pasa por una o varias superficies
del sistema. A estas cantidades se les conoce como invariantes, y en un sentido geométrico
y fisico establecen las caracteristicas y limitaciones del sistema de superficies; ademas, son
de gran utilidad para comprobar los calculos del trazo de rayos. Usando la nomenclatura de
la Fig. 36 y usando la ley de refraccion, vemos que
h s

nd=nd o n—=n—

l U

y como y = lu = {"v/, al despejar [ y I’, y eliminar y resulta que,

nhu = n'h'u'. (98)
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A esta relacién, Ec. (98) se le conoce como el invariante de Lagrange y significa que el pro-
ducto nhu se conserva al pasar de una superficie refractora a otra, desde el primer elemento
refractivo o reflector del sistema, hasta el iltimo que se tome en cuenta. Resumimos el modo
de empleo de este invariante como sigue,

1. Si se conocen las cantidades nhu y n’, al calcular ', queda univocamente determina-
da la altura de la imagen h' para satisfacer la Ec. (98) del invariante de Lagrange,
analogamente,

2. Si se conocen las cantidades n'h'u’ y n, al calcular u, se determina univocamente la
altura del objeto h.

Cuando se trata de varias superficies, el invariante de Lagrange se aplica en cadena recor-
dando que de acuerdo a las relaciones de transferencia dadas en la Ec. (86), nj11 = njj y
Ujp1 = u;; en tal caso, para k superficies se tiene el siguiente conjunto de identidades,

— oyl
n1h1u1 = nlhlul = 77,2h2'LL2,

P N
noholle = Nohous = nshgus,

nghiug = nphju). (99)

Finalmente se concluye que, para un sistema de k superficies, debe cumplirse que, nihiu; =
njhju). Por ejemplo, en el caso de una cdmara fotografica de 35 mm, hj = 35/2 mm corre-
sponde al formato de la pelicula fotografica, ademds como ny = nj = 1 entonces hju; = hjuy.
Resulta claro que el movimiento de ajuste de las lentes de la cdmara fotografica corresponde
a un ajuste del angulo y de la altura del objeto, de modo que la tltima igualdad debe sat-
isfacerse. Las amplificaciones mostradas en las Ecs. (95),(96) y (97) se siguen cumpliendo
para k superficies en cuyo caso h' = hy, ol' =6l y v’ = wuj.

4.5 Refraccion grafica en superficies esféricas

Una construccién grafica interesante, que en algunos casos puede sustituir los calculos de-
scritos en la seccién del trazo exacto de rayos, consiste en representar la refraccién en una
superficie esférica, Fig. 38 en combinacién con el diagrama adicional de la Fig. 37. La
siguiente nomenclatura se emplea para ambas figuras.

1. N es la normal a la superficie trazada desde el centro de curvatura, c.c., al punto de
incidencia del rayo ‘1’ (superficie convexa) o ‘4’ (superficie concava).

2. c.c. y r son, respectivamente, el centro de curvatura y el radio del casquete de la
superficie refractora.
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Figura 37: Plano auxiliar de circunferencias concéntricas, C,,C,,, para el trazo grafico de rayos.

3. ny n’ son los indices de refraccién de los medios a ambos lados de la superficie refrac-
tora.

4. r.i. es el rayo incidente (‘17 y ‘4’).
5. r.r. es el rayo refractado (‘3" y ‘6”).

En el diagrama auxiliar de la Fig. 37, se trazan dos circulos cuyos radios son respectivamente
proporcionales a n 'y n’. Es decir, la circunferencia C,, de radio on representa al medio de
indice n y la circunferencia C,, de radio on’ representa al medio de indice n’. Supéngase
que n < n/, en consecuencia, C,, serd concéntrica a C,,. Los rayos en la interfaz [n : n/|
los representamos como segmentos de recta en el espacio C,C,, los cuales nombraremos
de la misma forma pero primados para distinguirlos entre ambas figuras, el de la superficie
refractora (Fig. 38) y el diagrama auxiliar (Fig. 37).

Asi, por ejemplo, el rayo incidente ‘1’ en la Fig. 38 que corta a la superficie esférica
(convexa) en A lo trazamos con el mismo dngulo de inclinacion en el plano C,C,, de la
Fig. 37 de modo que 1 || OA’. Anélogamente, se traza el segmento correspondiente a la
normal a la superficie en el punto A sobre la superficie refractora con el mismo angulo o que
ésta forma con el eje 6ptico; asi, en el plano C,C,, corresponde al segmento A'B’ || 2 en la
Fig. 37, el cual también es paralelo al radio de curvatura y corta a C,, en B’. Resulta de esta
construccién que en el diagrama auxiliar Fig. 37, el segmento OB’ || 3 equivale a la direccién
del rayo refractado en la Fig. 38. Como otro ejemplo, el rayo incidente ‘4’ en la Fig. 38 que
corta a la superficie concava en A lo trazamos con el mismo dngulo de inclinacion en el plano
C,,Cyy de la Fig. 37 de modo que 4 || OA” (linea punteada). El segmento relativo a la normal
a la superficie concava en el punto A, se traza con el mismo angulo 3 que ésta forma con
el eje 6ptico, que en el plano C,C, corresponde al segmento A’C” || 5 en la Fig. 37. Por lo
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superficie concava

Figura 38: Trazo gréfico de rayos, refraccién en superficies convexa y céncava.

tanto, en el diagrama auxiliar Fig. 37, el segmento OC" || 6 equivale a la direccién del rayo
refractado en la Fig. 38.

Pueden usarse las leyes de la reflexién y la refraccién en forma vectorial, para dar una
justificacion matematica de este procedimiento grafico. Es interesante notar que en la aprox-
imacién paraxial, los circulos de la Fig. 37 se convierten en las rectas paralelas L, y L.
También en este caso, para determinar el angulo de refraccion del rayo refractado, la con-
struccién se hace de la misma forma explicada en base a ambas figuras.

5 Lentes

El elemento éptico refractivo fundamental en su concepto mas simplificado es la lente delgada
que se muestra en la Fig. 39. Esta constituida por dos superficies esféricas refractoras de
radios r; y 79 hechas de vidrio optico con indice de refraccion n y con una separacién o
espesor s, entre las superficies igual a cero. Considerando la Ec. (94) del método [-I', las
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expresiones correspondientes para cada superficie refractora, son

/
1
1°* superficie: % - % = —(n] —ny), (100)
1 1 1
/
1
2" superficie: e J —(ng — ny); (101)

ll2 lg T2

de las férmulas de transferencia, Ec. (86), lo = I{ — s. Considerando el caso de una lente

delgada con s = 0, resulta que Iy = I} y si no = n}, entonces sumando ambas Ecs. (100) y
(101), se obtiene

/
nyg Ny 1, ., 1, .,
—= ———=—(n; —n1) + —(ny —na). 102
P = ) g (102)
Si la lente se encuentra en aire, ny = nj, = 1; ademds, haciendo ny = n| = n (material de la
lente) nos queda la expresién final que se encuentra en la mayoria de los libros de texto de
optica y fisica general, i.e.,

prm e (55): e

~

I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
|
|
]

-1
I
I
I
|
I
I
I
I
|
|
|
I
I

Figura 39: Lente delgada con indice de refraccion n inmersa en aire y los parametros que especifican
el trayecto de un rayo luminoso.

a esta ecuaciéon tan sencilla, que esta dentro de la teoria paraxial de los sistemas épticos. La
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Ec. (103) se ha obtenido considerando la teorfa paraxial (dngulos pequenos), y suponiendo
que las lentes son delgadas, con espesores matematicamente igual a cero; de acuerdo a
las ecuaciones de transferencia, esto significa darle un valor de cero a la distancia entre
los vértices de las superficies contiguas. Esta formula es la base tedrica fundamental para
el andlisis de primer orden de cualquier sistema dptico, en el cual todos los elementos se
consideran como lentes delgadas y en forma sucesiva se van encontrando las distancias [’
como resultado de una [ inicial y los parametros de cada una de las lentes delgadas del
sistema.

5.1 Distancia focal

Se define la distancia focal f de una lente refractora delgada, ver Fig. 40, como la distancia
Il = f cuando [; = 0o. De aqui surge la famosa ecuacion del constructor de lentes debida a
Gauss, matemédtico aleman del siglo XIX. Substituyendo en la Ec. (103), I; = oo, entonces

%:l:(n_1)<l—i). (104)

En consecuencia, del andlisis de la Ec. (104), existen muchas combinaciones posibles de
valores de n,ry,ry que proporcionan una misma f. La distancia focal de una lente delgada
se toma respecto de un plano transversal al eje 6ptico representando la lente. En el caso de
lentes gruesas o reales, la distancia focal se refiere a la distancia que se mide a partir del
plano principal, concepto que se definird mas adelante.

aire |1

S~
I
8 \ 4

Figura 40: Distancia focal f de una lente delgada para un objeto real lejano (en infinito).
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5.2 Lentes positivas y negativas

Como n — 1 > 0, el signo de f esta determinado por el signo del término (1/r — 1/r3) de
la Ec. (104), lo que permite clasificar a las lentes en “positivas” o “negativas” segin el signo
de su distancia focal. Explicitamente tenemos los siguientes tres casos que obedecen a la
convencion de signos establecida anteriomente con respecto a los radios de curvatura y las
posiciones del objeto e imagen a partir de la lente delgada.

1. Lentes positivas, biconvexa y plano-convexa; de la Fig. 41, 11 >0 0r; =00,y ry <0
0 ry = 00, entonces (1/r — 1/rg) > 0 por lo cual f > 0.

2. Lentes negativas, biconcava y plano-concava; de la Fig. 42, 11 < 0or; =00,y 19 > 0
0 r9 = 00, entonces (1/r; —1/ry) < 0 por lo cual f < 0.

3. Lentes menisco o meniscos; de la Fig. 43, el signo de f se determinara al substituir los
valores numeéricos de ry y 7s.

Figura 41: Lentes positivas, f > 0: biconvexa y plano-convexas.

n n

\\\ ////- @ -—————- > /’/; a\\\\ PR P
AL ACCRE A =
Figura 42: Lentes negativas, f < 0: bicénvaca y plano-céncavas.

5.3 Combinacién de lentes delgadas

Consideremos un sistema optico formado por dos lentes delgadas separadas una distancia s
entre si a lo largo del eje 6ptico como se indica en la Fig. 44. Una pregunta importante a
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Figura 43: Lentes menisco: f puede ser positiva o negativa.

satisfacer, es conocer la distancia focal de este sistema o combinacion de dos lentes delgadas.
La distancia focal combinada f debe ser una funcién de fi, fo y s. De las Ecs. (103) y (104),
se puede escribir para las dos lentes,

F=r-T ¥ re=p-1 (105)

e -

!
—

[ NI A ——

Figura 44: Esquema del trazo de rayos en dos lentes delgadas.

De la Fig. 44, I, = I} — s, y [} = oo, implican que { = f;, y por lo tanto,

1 1 1

fzzg_fl—s'

(106)
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De los triangulos semejantes BEF y CGF, asi como de los tridangulos AHD y CGD, re-
spectivamente, se puede escribir

Y v2 oy f

F LT e b o
(7 Y2 1N J1
Yoo v , 108
fi ly Y2 b Ji—s (108)
Tomando la igualdad de y;/ys de las Ecs. (107)-(108), se puede obtener
f S
L= . 1
ly Ji—s (109)
Despejando [ de la Ec. (109) y substituyendo en la Ec. (106), se tiene
1 1
hi (110)

E:f(fl—s)_ﬁ—?

Finalmente, se puede obtener la férmula, debida a Gullstrand, para la distancia focal f, de
la combinacién de dos lentes delgadas con longitudes focales respectivas f; y fo del modo
siguiente

11 1 s
foh f Ak

Para el caso de un par de lentes “pegadas” o cementadas, donde s = 0, la formula anterior
se simplifica a la siguiente

(111)

1 1 N 1
fh fo
Ahora bien, para definir la “distancia focal efectiva”, denotada por f., de la combinacion
de dos lentes delgadas, es necesario e indispensable definir a partir de que plano se medira
dicha distancia focal. La definicion de este plano, llamado plano principal se atribuye a
Gauss; es un plano “equivalente” o “sintetizador” capaz de reproducir la refracciéon que pro-
ducen las dos lentes por separado. Luego entonces, este plano es la interseccion, en el punto
B, de las proyecciones de los rayos incidente inicial (paralelo al eje 6ptico) y el refractado
por la dos lentes (ver Fig. 44). Este tltimo rayo, a su vez, intersecta el eje éptico en el punto
F', que se denomina el punto focal. La distancia sobre el eje 6ptico, EF = f., es lo que se
conoce con el nombre de distancia focal efectiva. Es importante y conveniente aclarar que el
plano principal, de acuerdo a su definicién, estara en posiciones no solo dentro de los planos
de las lentes, sino a la derecha o a la izquierda, dependiendo de las caracteristicas de las
lentes que conforman al sistema de dos lentes.

(112)
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Calculo de distancias focales. Calcularemos el valor de la distancia focal para el caso de una
lente biconvexa para la cual los radios de curvatura son iguales, es decir, r; = 79 = r y considerando
que estd formada por dos lentes plano-convexas una hecha con vidrio BK7 y la otra con vidrio F2,
ambas cementadas por su cara plana. Supondremos que se trata de una lente delgada como se ilustra
en la Fig. 39; en este caso, Ny = N, = 1 (aire) y Nj = Ny = N (vidrio); los indices de refraccién
para los vidrios propuestos BK7 y F2 son respectivamente Ngk7 = 1.51680 y Npp = 1.62004.

Entonces, para una lente biconvexa,

1 1 1
S =(N-1) <—+—> =
/ T2
de modo que, en forma general,
feky = __ "™BKr
! 2(1.51680 — 1)
T
frr = P2

Asi, la distancia focal de la lente queda en funcién del radio de curvatura para cada vidrio. Una
tabla numérica con distintos valores para el radio de curvatura r se presenta a continuacién:

2(1.62004 — 1)

(N -

1)g:>f:

r

= 0.96749 rek7,

= 0.80640 5.

rcm || fem | f cm
BK7 F2

10 9.7 8.1
20 || 19.3 | 16.1
30 || 29.0 | 24.2
40 || 38.7 | 32.3
50 | 48.4 | 40.3
60 | 58.0 | 48.4
70 || 67.7 | 56.4
80 || 77.4 | 64.5
90 || 87.1 | 72.6
100 || 96.7 | 80.6

Si fuese necesario obtener un mismo valor para la distancia focal con ambos tipos de vidrio
entonces fgky = fr2, condicién de la cual se obtiene

Ngkz —1 151680 — 1

T'BK7 _ TF2
2(Ngk7 — 1) 2(Np2 — 1)
_, TBK7 _
TF2

de donde los radios de curvatura estarian relacionados por rgk7 = 0.83349 rg> y no es dificil com-

probar que

fek7 = 0.96749 rgkr = (0.96849)(0.83349) rrp = 0.80640 7.

Nes— 1 1.62004 — 1
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Iluminacién colimada en un sistema de lentes. Supongamos dado un sistema de dos lentes
positivas y otro de una lente positiva seguido de una lente negativa. Vamos a ver que condiciones
se requiere imponer a los puntos focales en cada una de las lentes para que el haz de iluminacion de
salida esté colimado como a la entrada; la Fig. 45 muestra un diagrama general de esta situacién.

haz colimado haz colimado
—_— . . s _
combinacion
_— >
de lentes
—_— >

Figura 45: Sistema éptico colimado.

En la Fig. 46 se muestran ambos sistemas de dos lentes que supondremos delgadas. En ambos
sistemas, f1 es la distancia focal de la primera lente Li, fo es la distancia focal de la segunda lente
fo v s es la separacién entre las dos lentes Ly y Lo.

Figura 46: Colimacién con dos lentes; izquierda, dos lentes positivas; derecha, una lente positiva
combinada con una lente negativa.

La distancia focal efectiva para la combinacién de dos lentes estd dada por la Ec. (111); para
obtener un haz colimado a la salida de cualquiera de estos sistemas, se requiere que f = oo o
equivalentemente que 1/f = 0, de donde

1 1 s s 1 1 B

"R R TRRTRRE R TR TS

que viene siendo la condicién aritmética que deben satisfacer las distancias focales de las lentes.
En el primer sistema, f; > 0y fo > 0 de modo que s > 0; analogamente, en el segundo sistema,
fi > 0 pero fo < 0y s > 0 siempre que |fi| > [f2|]. En la primera combinacién de lentes, el
punto focal F; de la primera lente positiva estd a su derecha y el punto focal F5 de la segunda
lente positiva se encuentra a su izquierda. En la segunda combinacion de lentes, el punto focal F}

0
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de la lente positiva estd a su derecha y después de la lente negativa cuyo punto focal F> también
se encuentra a su derecha. En cuanto a la posicién relativa de los puntos focales, es claro que
en ambas configuraciones, estan sobrepuestos en el mismo punto sobre el eje éptico de modo que
Fy = F5, = F como se ha indicado en la figura anterior.

5.4 Construcciéon grafica de rayos y ecuacién de Newton.

Vamos a derivar otros resultados para las lentes delgadas que se formulan en base a una con-
struccién grafica del trazo de algunos rayos importantes. La Fig. 47 muestra los parametros
empleados y varios tridngulos semejantes determinados por los rayos senalados y las rectas
contenidas en los planos focales. De izquierda a derecha denominamos estos triangulos por
Ty, Ty, T3 y T, siendo los puntos focales F'y F’. Entonces tenemos las siguientes proporciones
geométricas simples:

objeto - A
ﬁT}\F’

Cx ;
i L l

\
7

imagen

Figura 47: Construccién gréfica de rayos en una lente delgada segin la notacién de Newton.

h —h n
~ h —h x n
15 :T4Z?: x/i_f,:ﬁ, (114)
de ambas expresiones, se desprende inmediatamente que
/
gz _xf, oxx' =—ff (115)

y como en general f = f’, entonces se obtiene la ecuacion de Newton para las lentes delgadas

rr' = —f2 (116)
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En la Ec. (116), las distancias ahora involucradas z,z’, como se aprecia de la Fig. 47, no
se miden a partir de los vértices de la superficies, sino a partir de los puntos focales o
planos focales localizados perpendicularmente sobre estos puntos. El diagrama mostrado en
la Fig. 47 permite hacer un trazo grafico de rayos. Si se conoce la distancia focal de la lente [,
la posicion del objeto con respecto a la lente y la altura h del objeto, entonces, trazando un
rayo paralelo al eje éptico partiendo del extremo de h y en acuerdo a la definiciéon de distancia
focal, éste pasara por el punto F' a partir del plano representando a la lente. A continuacion,
desde el mismo punto h del objeto, se traza un rayo que pase por F”’; continuando con este
rayo hasta el plano de la lente, nuevamente este rayo tendrd una direccién paralela al eje
optico. Los dos rayos, trazados se intersectaran en un punto determinado definiéndose asi la
posicion y la altura de la imagen del objeto original. El dibujo presenta una escala arbitraria
para los valores de f, [, y h; de este modo se logra tener un método gréfico que describe el
funcionamiento de una lente delgada.

5.5 Lentes gruesas

Cuando la separacion s entre los vértices de las superficies refractoras de una lente es diferente
de cero, entonces se habla de una lente gruesa. Como se indica en la Fig. 48 se considera que
n} =n = ny y que, en principio, los indices de refraccién que rodean la lente, ny y n!, pueden
ser distintos entre si. Para analizar la refraccion en este tipo de lentes utilizamos el método
‘y-nu’ para calcular f,., que es la distancia focal efectiva y que se mide con respecto al plano
principal que en la figura dada es perpendicular al eje 6ptico pasando por el punto P. Este
punto P es la interseccion de la prolongacion del rayo incidente paralelo al eje dptico y el
rayo que sale al final, después de las refracciones en A y B en cada una de las superficies
de la lente. Recordemos que este plano se puede considerar como un plano que sintetiza la
refraccion en las dos caras de la lente. En la misma Fig. 48, el rayo que viene del infinito,
especificado por u; = 0, se prolonga a través de la lente como si no hubiera superficie alguna;
por otra parte se considera la prolongacion del rayo refractado por las dos superficies y estas
prolongaciones se cortan en el punto P del cual se traza una recta perpendicular al eje 6ptico.
Entonces, el plano principal, representado por PF,, se define como el plano transversal al
eje optico que contiene al segmento perpendicular P Fy; estrictamente hablando, éste plano
principal tiene cierta curvatura pero para fines de aplicacién no se toma en cuenta el valor
tan grande que tiene la curvatura de dicho plano.

Partiendo de la Ec. (91) (método ‘y-nu’) para las dos superficies refractoras, se puede
escribir

nujy —njuy = (y1/r1)(n —ny), (117)
nhuy —nug = (y2/1r2)(nh — n). (118)

Usando la ecuacién de transferencia v} = wug, Ec. (86) y substituyendo la Ec. (117) en la
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Figura 48: Trazo de rayos en una lente gruesa con s # 0. La distancia focal efectiva f. se mide a
partir del plano principal PFy; la distancia focal posterior f,, se mide desde el segundo vértice V5.

Ec. (118), se obtiene

nhuy = an+—(n2—n):nu'l+%(n'2— ),
T2 )
= |mus + 2 (n —ny) +%(n'—n),
1 ()
= Ln—ny)+ L@y —n). (119)
(1 ()

Del diagrama en la Fig. 48, se observa, de los tridngulos internos en la lente, que yo = y; —suj,
pero ademas, de la Ec. (117) u} = yi(n — ny)/rin. Substituyendo los valores de y, y u} en
la ultima expresion de la Ec. (119) resulta que

_ /!
nhuy = &(n —ny) + (= sw) (ny —n),
1 T2
Y, YL — ) — St — Y )
= o) + By ) = (= 2
1 1 s 1 (n—mnq)

=1 T—l(" —ny) + g(nlz —n) — E(”’z - n>ET ;
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0 equivalentemente,

ul 1[1 1,, s 1(n—n1)]

/
n L)

(120)

7,—1(" — )+ 72(”2 —n)— 72(”2 - n)a -

Ahora, del triangulo rectangulo PPy F’, vemos que u), = 4,/ fe, por tanto, 1/ f. = uy/y,, por
lo tanto la Ec. (120) puede reescribirse como,

11 {(n—nl) (ny —n) s(ng—n)(n—nl)]
- + _ .
fe nl2 (& T2 nriry

Esta ecuacion se emplea para el caso de una lente gruesa con indices de refraccion a la
izquierda y derecha de la lente con valores ny y nj, respectivamente. Sila lente esta sumergida
en aire, implica que n; = n}, = 1, entonces la Ec. (121) se simplifica asi

(121)

1 (n—1)+(1—n)_s(1—n)(n—1)

Je 1 Ty nrirs ’
1 1 1—
1 D) nrireo

que finalmente, se puede escribir en su forma mas conocida como

L o) <i—i) Vi (122)

fe o To nryire

De la Ec. (122) es facil obtener el caso correspondiente a las lentes delgadas, pues haciendo
s = 0 se obtiene la expresién dada en la Ec. (104). Para una lente delgada, el plano principal
PP, se encuentra a la mitad de la lente si ésta es biconvexa o biconcava, o coincide con la
cara plana si la lente es plano-convexa o plano-concava. Para un menisco, el plano principal
puede estar fuera del menisco dependiendo de los radios de curvatura. A diferencia de las
lentes delgadas en las cuales se considera un solo plano principal, en las lentes gruesas existen
dos planos principales cuya posicién depende de la curvatura de las superficies esféricas que
forman la lente. En la Fig. 49 se esquematiza para tres configuraciones de ejemplo, la posicion
relativa de los planos principales PP, y P’ F}. Para distinguir entre ambos planos, PP, recibe
el nombre de primer plano principal y P'P} se conoce como el sequndo plano principal. Es
conveniente recordar la posicién de los planos principales, porque en algunos casos se pueden
encontrar localizados fuera de la lente.
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Figura 49: Posicién de los planos principales PPy y P'Pj para diferentes lentes gruesas.

Calculo de distancias focales. Ahora, respecto de las combinaciones de lentes mostradas en la
Fig. 50 calculamos la distancia focal efectiva correspondiente.

D, =D, =10
K7
F2 BKY/ F2
0.5]2. . 25 |5
a) 2.0 05 o)
rl :| 50 |: 7y 7 :| 50 |: 7, misma lente fz =-20

que en a)

Figura 50: Combinaciones de lentes para determinar su distancia focal efectiva.

Sean f1 y fo las distancias focales de cada componente de la combinacién de lentes gruesas.
Para el sistema de dos componentes del inciso a), el valor de la distancia focal de la primera lente
el siguiente valor

1 1 Sl(NFZ - 1)2
= (Mr2—1) <7“1 7”2) * Ngariro
1 1 0.5(1.62004 — 1)?
50 _'(-—50)> 1.62004(—50)(50)
0.024754138 = f1 ~ 40.4 cm

= (1.62004 — 1) (
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v el valor de la distancia focal para la segunda lente se encuentra de modo similar, i. e.,

1 1 1 s9(Npk7 — 1)?
— = (Nggr —1)[|——— )| +2=2==20 2
f2 (Newr = 1) <7“3 7”4) Ngk7r3ry
1 1 0.5(1.51680 — 1)?
= (1.51680 — 1 —
( ) <(—50) (—100)> 1.51680(—50)(—100)

= —0.005150392 = fo ~ —194.2 cm,

mediante las cuales, la distancia focal efectiva es

fife  (40.4)(—194.2)

Je= F 0 f —sn ~ 204- 10022

= 50.35 cm. (123)

Para el sistema de dos componentes del inciso b) en la misma figura, vemos que f; ~ 40.4 cm
ya que se trata de la misma lente con vidrio F2 de la parte a); por otra parte, la distancia focal

dada para la lente biconcava es fo = —20 cm, de donde la distancia focal efectiva de esta segunda
combinacién de lentes tiene por valor
40.4)(—20.0
fo= ff: _(04)( ) 1755 em. (124)

T fi+fo—s, 40.4—20.0-25

5.6 Planos cardinales de un sistema

En la seccién anterior hemos mencionado el concepto de plano principal y recordando que
un sistema éptico lo consideramos como un conjunto de superficies, es posible determinar
los planos principales de todo el sistema como si éste fuera una sola superficie refractora
equivalente a todo el conjunto de sus superficies refractoras. Por lo tanto, puede hablarse de
la distancia focal del sistema medida a partir del plano focal al plano principal. En general
vamos a tener dos planos focales y dos planos principales seguin la direcciéon del haz luminoso.
Consideremos la Fig. 51 en la cual suponemos que se dan las condiciones paraxiales. Ahora,
la distancia del plano principal P'Pj al plano del objeto es X = x + f; la distancia del plano
principal PPy al plano imagen es X’ = f' + 2/ y por tridngulos semejantes de la misma
Fig. 51, se puede escribir

f_ =0k

A A 12
X h-w X " h-n’ (125)
por lo tanto, sumando ambas expresiones, se obtiene
[ r
—+—=1 126
X X (126)

Para cualquier sistema éptico, la distancia minima entre planos conjugados (objeto-imagen)
es de 4f pues si x = f entonces ' = —f (ecuacién de Newton); asi, X = 2f y X' = 2f,
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objeto P'P)

] 8 > fl x!
h F :

. imagen
| L. e

Figura 51: Esquema de planos principales equivalentes a un sistema 6ptico; d representa la distancia
variable que puede existir entre ambos planos.

ie., X + X' =4f. Considerando que nf’ = n'f, entonces de la Ec. (125) se desprenden las
siguientes relaciones,

111
XTixX T (127)
f1 o1 1
XX

y consecuentemente, para un sistema inmerso en aire donde n = n’ = 1 se tendrd ' = f.
Con esta igualdad de distancias focales, las ecuaciones Ecs. (127) pueden escribirse ahora
como,

1 1 1 1 1 1
?—F?:?yi—i—?:?. (128)
La definicién de plano principal en términos de la interseccion de las trayectorias del rayo
incidente y el rayo emergente es de suma importancia porque no solo se aplica a una lente
gruesa, sino a cualquier sistema con un numero finito de superficies refractoras y reflectoras.
Es decir, el plano principal P F, se define como se hizo ahora para la lente gruesa. La distancia
focal medida del vértice de la segunda superficie V5 al punto focal F' se conoce como distancia
focal posterior que denotamos por f,. De la Fig. (48) se tiene que f, = yo/uj; por otra parte,
de los tridngulos PPyF' y Vo BE se ve que, y1/fe = yo/f,- Y de esta tltima relacién se tiene

Bt (20

substituyendo el valor de y, = y; — su) y ¢} de la Ec. (121), se puede ver que

fp:[l_s(n—l)

[fe (130)
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Para el caso de las lentes delgadas la distancia focal efectiva es lo mismo que la distancia
focal posterior ya que s = 0 y evidentemente, de la Ec. (130), f, = fe.

La igualdad n'f = nf’. Por definicién, en los planos principales como planos conjugados, la
amplificacién es unitaria. En tal situacién vamos a justificar que la relaciéon n’ f = nf’ se mantiene.

. , . !
indice n m=1 indice n

h

b F f J
LN =
X ”::_‘ -

planos , ,254'__.: ,

orincipales (PP) (PP) X =X'—]

Figura 52: Pardmetros asociados al espacio objeto e imagen en relacién a los planos principales
de un sistema dptico.

Considérese el diagrama mostrado en la Fig. 52 donde se ha indicado la posicién de los planos
principales del sistema y los respectivos indices de refraccién n y n’. De los tridngulos rectdngulos
indicados a la derecha del plano principal (PP)’, se ve que

h hl h/ h/ Xl_ /
h_W_ W W X (131)
f/ 33, X/ _ f/ h f/
De la Ec. (126), se obtiene
f f/ / / / X, / /
—4+—=—=1=X Xf=XX — =X
xtx = Xf+Xf = Xf+f
de donde
X/
X —f== 132
= (132)
y substituyendo estd expresion en la Ec. (131) queda
X
n_XJ (133)

ho X[
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y del invariante de Lagrange (caso paraxial) sabemos que h'/h = nu/n'u’; ademés, uX = ' X’ de
donde u/u’' = X'/ X y con esto,
' onX'
h X

(134)

Al igualar las expresiones dadas en las Ecs. (133) y (134) se obtiene

X'f  nX' [ n P
Xf’_n’X:?_ﬁ:nf_nf' (135)

Notemos que si la primera y la tltima superficie estdn rodeadas por aire, entonces n = n’ y

consecuentemente f = f’ como ya se habia hecho notar antes.

5.6.1 Invariante de Helmholtz

En este apartado se deduce un invariante general para sistemas opticos y el cual estd es-
trechamente relacionado con los planos principales discutidos anteriormente. Partimos del
diagrama mostrado en la Fig. 53, donde se cumplen las relaciones siguientes.

Figura 53: Esquema para deducir el invariante de Helmholtz.

tanU =H/f o H= ftanU, (136)
tanU' = H/2' o H=2a"tanU’, (137)

Siendo que, h/f" = h'/x’ por tridngulos semejantes, se sigue que

11,/

h
ftanU = 2’ tan U’ = thanU’ = hftanU = h'f tan U’.
Utilizando nuevamente el hecho de que, nf’ = n’f, obtenemos el invariante de Helmholtz,

nhtanU = n'h/ tan U’ (138)
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que se reduce al invariante de Lagrange del caso paraxial, Ec. (98), ya que tana ~ « para
angulos a pequenos. Este invariante se dd entre los planos principales P'Fy PP, cuya am-
plificacién lateral es unitaria. Por analogia, esta caracteristica es utilizada para los planos
nodales PN y P'N' de un sistema 6ptico, que se definen como el par de planos conjuga-
dos cuya amplificacion angular es unitaria. Es importante mencionar, que la amplificacién
angular, dada en la Ec. (97), es un pardmetro cuantitativo de importancia en instrumen-
tos como telescopios y microscopios. Finalmente, los planos focales, principales y nodales
conforman los llamados planos cardinales. Las distancias entre PPy, PN y P'Pj, P'N' se
denotan comunmente por [,,l! vy las ecuaciones que ligan los planos nodales con los planos
principales estan dadas por,
/!
1+L:1 T =f  xw=f (139)
I, Ly
En general, [, = [/, y en el caso de que los indices de refraccién de la primera y tltima

superficies sean iguales, i.e., que n = n’, resulta entonces que los planos principales y nodales
coinciden o se sobreponen, asi PPy = PN y P'Pj= P'N’".
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Apéndice

67

FORMULAS BASICAS

FEcuacién No. | Pag. Descripcién

n=N=c/v>1 (1) 1 | indice de refraccion; c es la velocidad de la luz
en el vacio, v es la velocidad de la luz en el
medio.

nsini = n'sin?’ (3) 2 | ley de larefraccién; i es el 4ngulo de incidencia
e i’ es el dngulo de refraccién; n es el indice
del ler medio y n’ es el indice del 2do medio.

i=1 (3) 2 | ley de la reflexién en forma escalar.

N=A+ BN +CL+ DL? (4) 4 | interpolacién de Herzberg (regién visible); da
lugar a un sistema de 4 x 4 ecs. lineales;
L=1/(\2 —0.028).

N =A+BL+CL?>+ D) +EX | (5) 5 | interpolacién (regién IR); da lugar a un sis-
tema de 5 x 5 ecs. lineales; L como en (4).

CO = Ele din; (8) 6 | camino 6ptico en un medio homogéneo estrat-
ificado con k capas; d; es la distancia recorrida
en el medio de indice n;.

CO = ff n(x,y,z)ds 9) 6 | camino 6ptico en un medio heterogéneo; s es

la longitud de arco de la trayectoria que une
los puntos A y B.
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PRISMAS Y REFRACTOMETROS

Ecuacion No. | Pag. Descripcién

n =sin (0, + a)/sin o (14) | 10 | indice n del material de un prisma dispersor;
dm es el dangulo de desviaciéon minima y a es
el angulo del prisma.

n=(0m/a)+1 (15) | 10 | caso paraxial del prisma dispersor; dados n y
«, entonces 0, = a(n —1).

vg = (ng —nc)/(ng — 1) (25) | 13 | poder dispersivo de un vidrio éptico; nx es el
indice relativo a la linea espectral X.

v =1/v4 (26) | 13 | ntmero de Abbe.

v =104/(0 — dc) (27) | 14 | ntimero de Abbe en un prisma delgado; dx
es la desviacién minima obtenida en la linea
espectral X.

ay =107/ (v — v2)(ng, — 1) (33) | 16 | cuna acromética, dispersién total Ap = 0,
a1, a9 son los dngulos de los prismas y 07 es
la desviacién total.

Qg = 1/25T/(I/2 — I/1)(Tld2 — 1) (32) 15 (ST = (ndl - 1)0&1 + (nd2 — 1)&2.

ay = elAr /(v — va)(ng, — 1) (39) | 17 | prisma de visién directa, desviacién total
or = 0, aq, a9 son los dngulos de los prismas
y Ar es la dispersion total.

Qo = I/Ql/lAT/(I/Q - I/l)(nd2 - 1) (39) 17 AT = [(nd1 - 1)/1/1]&1 + [(nd2 - 1)/1/2]&2.

n' =siniy/sina (41) | 19 | refractémetro de autocolimacién; n' es el
indice del prisma, i1 es el &ngulo de incidencia
vy « es el angulo del prisma.

no = sinay/n2 — sin? p — cosasing | (45) | 20 | refractémetro universal, mide el indice ng de
cierta substancia; a es el angulo del prisma,
@ es el dngulo emergente y n es el indice del
prisma.

no = \/n? —sin ¢ (46) | 20 | refractémetro de Piilfrich donde o = 90°; se

supone que n > ng.
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ESPEJOS PLANOS
FEcuacién No. Pag. Descripcién

d=d Fig. 12 | 22 | espejo plano; d es la distancia al objeto y d’
es la distancia a la imagen (virtual).

A=1[(D/d)+1] (55) 25 | campo angular (espejo retrovisor); [ es la lon-
gitud del espejo, D es la distancia al campo
de vision y d es la distancia al observador.

0 =2« (60) 26 | dos espejos planos; d es el dngulo de
desviacion y « es el angulo entre ambos es-
pejos.

81 =8)—2cosIN (66) 30 | ley de la reflexion en forma vectorial (dos for-
mas); 80,81, N son vectores unitarios en la

§1 =280 —2(80 - N)N (66) 30 | direccién del rayo incidente, el rayo reflejado
v la normal; I es el angulo de incidencia.

§1 =Mgr$o (77) 33 | ley de la reflexién matricial; los vectores uni-
tarios de los rayos reflejado e incidente son
81 = (k1,li,m1)" y 8 = (ko,lo,mo)". La
matriz Mg se muestra al pie de la tabla.

R=Mop/p (80) 34 | matriz de reflexién para un espejo con ori-
entacién arbitraria siendo p = §p - N. La ma-
triz Mo se da al pie de la tabla.

1-2K? —2KL —2KM
= —2KL 1-2I%? —2LM matriz de reflexién; K, L, M son los cosenos direc-
CoKM  —2LM 1—9M? tores del vector normal N.
1 0 0 0
Pko 1—Kko —Lkg — Mk . . . . . .
= matriz de orientacién; P es la distancia del sistema
Ply -Klg 1—Lig —Mly de coordenadas al espejo.
Pmo —ng —ng 1-— Mmo
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TRAZO DE RAYOS EXACTO Y PARAXIAL

Ecuacion No. Pég. Descripcién

sinl =sinU(L —r)/r (85) 39 | trazo exacto de rayos en una superficie refrac-
tora esférica,

sinI’ = Nsin I /N’ (85) 39 | I,I' son los dangulos de incidencia y de refrac-
cién,

U=U+1-1T (85) 39 | U,U’ son los angulos que forman los rayos con
el eje 6ptico y N, N’ son los indices de refrac-
cion,

L'=r(1+sinl’'/sinU’) (85) 39 | L, L' son las distancias al vértice de la super-
ficie medidas sobre el eje dptico y 7 es el radio
de curvatura de la superficie.

Uit1=U j’ s L1 = L;- —d; (86) 39 | ecuaciones de transferencia para varias super-
ficies; d; es la distancia entre los vértices V; y
Vj+1. Se conocen los valores de N, NJ’- y Ty

i=u(l—r)/r;i=Nu/N’ (87) 40 | trazo paraxial en una superficie refractora
esférica, son para dngulos pequenos con el eje
6ptico (aproximacién de Gauss),

W=ut+i—i; U =r(1+i{/) | (87) 40 | las ecs. de transferencia son las mismas.

y=Ilu=10d Fig. 35 | 44 | método y-nu paraxial; y es la altura del rayo
vy u es el angulo del rayo incidente con el eje
optico.

v = [nu+yn—n')/r|/n (92) 45

u=y/l; v =y/l Fig. 35 | 44 | método I-I' paraxial.

(n' /')y — (n/l) = (n' —n)/r (94) 45
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AMPLIFICACIONES E INVARIANTES

FEcuacién No. | Pag. Descripcién

m="h/h= %% (95) | 46 | amplificacién lateral; normal al eje Gptico.

m = 6l'/ol = % (96) 46 | amplificaciéon longitudinal; paralela al eje
optico.

me =u'/u (97) | 46 | amplificacién angular (inclinacién de los
rayos).

NhsinU = N’} sinU’ invariante del seno (caso general).

nhu = n'h'u’ (98) | 46 | invariante de Lagrange (caso paraxial).

NhtanU = N'K tan U’ (138) | 65 | invariante de Helmholtz; amplificacién angu-

lar referida a los planos principales.
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LENTES DELGADAS Y GRUESAS

Ecuacion

No.

Pég.

Descripcién

(1/1y) = (1/l) = (n = D[(1/r1) = (1/r2)]

(103)

50

lentes delgadas en términos de distan-
cias objeto [} e imagen [5.

1/f = =D[A/r1) = (1/r2)]

(104)

o1

ecuacién del constructor de lentes; f
es la distancia focal y 71,79 son los ra-
dios de curvatura.

1/ fe=(1/f1) +(1/f2) — s/ f1f2

(111)

o4

férmula de Gullstrand para combi-
nacién de lentes delgadas o gruesas; s
es la separacion entre ambas lentes.

' = —f?

(116)

57

ecuacion de Newton del caso paraxial;
x es la distancia del objeto al primer
foco (foco objeto) y ' es la distancia
de la imagen al segundo foco.

fe= yl/ulg

60

distancia focal efectiva; y; es la altura
del rayo con la lera superficie y u), es
la inclinacién del rayo refractado en la
2da superficie.

1/fe=(n—=1)[(1/r1) = (1/r2)]
+s(n — 1) /nrire

(122)

60

lentes gruesas; f. es la distancia fo-
cal efectiva donde s es el espesor de la
lente.

1/f=1/X)+(1/X")

X+ X' =A4Af

(128)

63

63

distancia focal f referida a los planos
principales segin distancias objeto X
e imagen X'.

distancia minima entre planos conju-
gados.

fp=[=sn=1)/mlfe

(130)

63

distancia focal posterior; para lentes
delgadas, f, = fe.

n'f=nf

(135)

65

relacién entre planos principales de un
sistema, Optico; si estd inmerso en aire,
n=n'=1y por tanto f = f’.

(f /) + (f'/15) =1

xn:f,; $;1:f

(139)

(139)

66

66

relaciéon entre planos principales y
planos nodales; [,,,1, son las separa-
ciones respectivas entre PP’s y PN'’s.

Ty, 2, son las distancias referidas a los
planos nodales.
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