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RESUMEN

En el presente trabajo se muestra un método de reconstruccién de realce de bordes de una
imagen mediante la implementacién optica de la transformada de Hilbert, esto es obtenido
mediante las proyecciones de la rebanada del objeto, tales proyecciones provienen de un
sistema de filtraje espacial basado en un sistema 4f, aqui las proyecciones del objeto de fase
son obtenidas en el plano de entrada del sistema 4f, posteriormente en el plano de Fourier es
colocado un filiro signo (filtro escaldon de fase) esto se hace con el fin de obtener la
Transformada de Hilbert de la proyeccién en el plano imagen. La aplicacion del filtro significa
tener una diferencia de fase de s radianes en la izquierda y en la derecha del espectro
frecuencial de la rebanada del objeto. Bajo estos antecedentes se presenta el analisis teodrico,
resultados numéricos y resultados experimentales del realce de bordes de la rebanada del
objeto, mediante la transformada de Hilbert de las proyecciones a través del algoritmo de la
retroproyeccion filtrada.

1. INTRODUCCION
Con tomografia [2] de proyecciones paralelas, una desconocida rebanada del objeto f(x, y)

v
se puede calcular usando un conjunto de proyecciones paralelas conocidas f¢ (p) (Fig. 1),

donde p es la posicion de la coordenada de proyeccion (o deteccion). Cada proyeccion puede

ser detectada saliendo del objeto y caracterizada al angulo de proyeccion 0° < ¢ =< 360°. Por

simetria, en virtud de las proyecciones paralelas, en la practica, un rango de 180° podria ser
suficiente. La reconstruccion de la rebanada del objeto, usualmente, representa la distribucion
de absorcion de la luz, pero ésta también puede representar la distribucion del indice de
refraccion, experimentalmente, detectando diferencias de caminos 6pticos, asi la rebanada de
indice de refraccion puede ser obtenido con técnicas de proyecciones tomograficas.
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Fig. 1 TR o proyeccion integral de linea en relacion a una funcién imagen £ (x, y)

2. TRANSFORMADA DE RADON
\

La transformada de Radon (TR) de una funcién f(x,y), representada como f¢(p), es

definida como la linea integral a lo largo de una linea que es paralela con el eje p, a una

distancia p del origen. Aqui (p, p, ) son las coordenadas rotadas de (x,y) con el angulo de

rotacion ¢, Fig. 1. Denotamos el operador de la TR por una funcién dada f comoh{ f(x,y)}
matematicamente se denota por

RS (x,0)) = f¢(p) = [f(x,)8(p - xcos¢ - ysing)dxdy (1)

Aqui, la funcién f',(p) es la proyeccion 1-D de f(x,y)a un angulo ¢. El operador TR forma

la integral de linea de los datos de la imagen 2-D a lo largo de g, . Como es conocido, estos

datos de proyeccion pueden ser la base de datos para la imagen a ser reconstruida y este es el
aspecto mas importante de la reconstruccion de imagen 2-D [1,2].

3. TEOREMA DE PROYECCION O TEOREMA DE LA REBANADA CENTRAL DE FOURIER
Por conveniencia, considerése los ejes coordenados rectangulares (p,p,) v (w,w))
obtenidos por rotacion, al angulo ¢, de los ejes (x,y) y (u,v) respectivamente [2]. Un

muestreo de la transformada a lo largo de una linea recta pasando por el origen y con
inclinacion ¢, Fig. 2, puede escribirse como sigue,

F(uv)-0(-using +vcosp) = f(u.v)-6(w, ), 2)
donde &(w) ) denota un muestreo de la transformada a lo largo de la recta @, =0, es decir,

a lo largo del eje w . Dicho muestreo corresponde, en el plano del objeto, con una convolucién
entre las transformadas inversas de cada factor. Considerando el hecho de que

R {0(w, )} =3(p) para cualquier valor de @, se tiene la siguiente identidad

ST (V) 8(@))} = £(x,0)®(xcosd + ysing) =R, (£ (x, 1)k = Fo(p), (3
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el simbolo ® denota la operaciéon convolucion, esta ecuacion es conocida como el teorema de
la rebanada de Fourier o el teorema de proyeccion (Fig. 2).

4. TRANSFORMADA INVERSA DE RADON
La transformada inversa de Radon (TIR) puede resolverse interpretando a la proyeccion

v
paralela f',(p), como la transformada inversa unidimensional S0 {...}, del muestreo de la

transformada bidimensional f =3, ,{f(x,y)}, realizado a lo largo de la linea w, =0.

Entonces, conociendo fv¢ (p) paratodo ¢ [2]

F6y) = Son {7 ()} = b B/, (P} (4)

donde se ha implicado que 7(u,v) se construye con toda f¢(p) convencionalmente

acomodadas, J,,{...} , es de p — w vy la operaciéon de acomodo se denota con B.

Yy T v
A - :
, f¢ (w) {V(u =wcosd,v =:vvs1n¢)
N i “
\ o
» x

£4(p)

Fig. 2 Esquemas del teorema de la rebanada central de Fourier.

5. ALGORITMO DE RETROPROYECCION FILTRADA
Definiendo a la proyeccion filtrada con un filtro espacial de la forma

+00

g,(p) = [ dalw f(@)e™, (5)
entonces se demuestra que la ecuaciér; (4) se puede reescribir como sigue
4 v 4 v
f(x.y) = [dpg,(p) = [dpg,(xcos¢ +ysing). (6)
0 0

El resultado establece una posible operaciéon de transformacion inversa de Radon mediada por
un filtro espacial |a)| por lo cual es conocida como una proyeccion filtrada (ecuacion 5), y la
ecuacion (6) es conocida como la retroproyeccion de las proyecciones filtradas.

6. REALCE DE BORDES
El realce de imagen consiste en la aplicacion de una técnica cuyo objetivo es resaltar alguna
caracteristica de la imagen:
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* La reduccioén del ruido de fondo en la captacién de una imagen. En este caso, lo que se
pretende resaltar de la imagen es el contenido de la misma, eliminando la textura que pueda
estar presente en el fondo, esto es, tratar de conseguir que el fondo presente una intensidad lo
mas constante posible.

+ El ajuste de intensidad y/o contraste. Una vez mas, se pretende resaltar el contenido de la
imagen con respecto al fondo.

El presente trabajo consiste en una descripcion tedrica de la operacion de procesamiento por
grupo de pixeles conocida como filtrado espacial y su aplicacion a objetos de fase.

6.1 TRANSFORMADA DE HILBERT
Es una herramienta matematica util para describir la envolvente compleja de una sefal

modulada por una portadora real [2]. Su definicion es g(x) =H{n(x)} =n(x)®1/mx, en dos
dimensiones a lo largo de una direccion arbitraria se puede definir como:

1
m(xcosa + ysinQ)
donde « denota la direccion a la cual se halla la transformada de Hilbert,
—isgn(u) = 3{l/w(xcosa + ysina)} y se ha aplicado la propiedad de convolucién de dos

funciones. Bajo la definicion de la Transformada de Hilbert (TH), se requiere hallar la TH de la
proyeccion al angulo ¢ (Ec. 1).

;a (x,y)= ®n(x,y) =" {— isgn(ucosa +vsina)ﬁ(u,v)}, (7)

al ~ ~

\ \ \
-1 . -1 . .
f3(p) =3 {=isgn(w) f (@)} = 37 {~isgn(wsing) f , ()}, ®)
donde se ha introducido el sin¢ debido a que para el rango de ¢ entre 0 y 7T siempre es

positivo, por lo tanto su efecto como factor en el argumento de la funcién signo no altera.
Aplicando el teorema de la rebanada de Fourier y la propiedad de muestreo de la funcion delta,
la ecuacion (8) se expresa como sigue

n
\
-1 . ~
Js(p) =" {=isgn(v) f(u.v)é(w, )}, (9)
entonces aplicando la propiedad de convolucién de la transformada de Fourier tenemos que
n

7o) = 5 isgn) T ()} @ 57 16 (w, )}

N A
= [ (. 0)®8(p) = [ (p), (10)
donde se a considerado que h{f(x,y)} = f(x,y)®(p), a= % este resultado significa

que tenemos la TH de la TR en la direccién y, e implica que el realce de bordes es en la
direccion y. Ahora, si queremos hacer realce de borde en una direccion arbitraria, hagamos el
calculo para el caso mas general, esté a partir de la definicion de la transformada de Hilbert,
escribimos

A 1

fxy)=f(xy)®

(11)

m(xcosa + ysina)’

|
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\
escribiendo esta ecuacion en términos de las proyecciones /', (p) de f(x,y)a un angulo ¢

se expresa como sigue

\

N
FHP) = F()® ! ®8(p) | (12)

m(xcosa + ysinQ)
esta relacién nos expresa la TR de la TH en la direccion «, siguiendo un natural desarrollo
matematico y aplicando el teorema de la rebanada central de Fourier, tenemos

i
f¢“ (w) = f(u,v)[-isgn(ucosa +vsina)]|d(—using +v cosep)
= f y(@)[-isgn(@cos(@ - a)]. (13)

de aqui podemos concluir que el filtro usado en el plano de Fourier de proyeccion se expresa
de la siguiente forma

h(w) = —isgn(wcos(¢p —a)), (14)
esta relacion es mas general, y esta expresada en términos de una direccion arbitraria, a partir
de aqui podemos andlizar dos casos; el primer caso si a= /2, la ecuacion (14) se expresa
como sigue

h(w) = —isgn(wsin ), (15)
esta ecuacién indica el realce de borde en direccidon y, esta expresién es la misma que

obtuvimos en la ecuacion (10). Ahora analicemos el segundo caso de interés, cuando a=0, la
ecuacion (14) queda expresada de la siguiente manera

h(w) = —isgn(wcos ), (16)
lo cual indica el realce de borde en direccion x, estos dos casos se cumplen haciendo uso de la
ecuacion para el filtro en el plano de Fourier (Ec. 14), que es el caso mas general en una
direccion arbitraria a. Ahora, estableceremos una expresion que indique la operacién inversa
de la ecuacién (12). Partiendo de la ecuacion (14), hallamos la transformada de Fourier
inversa, es decir

- fda) sgn(w cos(¢p — a))e' ™™ (17)

dw .,
w =————— entonces la ecuacion

_ A
haciendo wcos(¢ —a) = w @ cos(¢ — ) yd cos(¢p — )

(17) la reescribimos como

1

1 @ , . i2m © P
==-— (do sgn(w)e <
cos(¢p — ) :[o en(@)
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1 ® , , 270 p
= fda) sgn(w Je S0
‘cos(qﬁ - a)‘ J
1 1 1 cos(¢p-a) 1

" eos@ @) 1y ) lcosp-a) ap S Y

con lo anterior, la ecuacioén (13) la relacién inversa queda expresa como sigue
n

15 () =1,(p)® ];(sgn«p — @) = sgnlcos(@ - )] /% (p). (18)

Esta relacion es muy importante, ya que nos predice los resultados que se obtendran a partir
de los datos experimentales obtenidos en la mesa de laboratorio, es decir experimentalmente
so6lo estamos limitados a conocer la expresion del lado izquierdo de la ecuacién (18), y la parte
derecha de esta ecuacion nos predice el resultado que obtendremos, este tratamiento es
puramente matematico.

7. SIMULACION NUMERICA

La presente simulacién muestra la reconstruccién de realce de bordes a partir de la TH, de las
proyecciones de la rebanada del objeto, la cual, esta basada en las siguientes consideraciones
generales:

1. Los rayos de luz son lineas rectas que pasan por el objeto sin desviarse.

2. Los cambios en la sonda al pasar por el objeto se consideran Unicamente de fase.
3. Se desprecia la difraccion, cambios de polarizacion, refraccion.
4

La funcién de la rebanada del objeto se considera continua y cero fuera de la regién de
la rebanada, lo cual permite definir a la funcién con dominio en todo el plano infinito.

En la simulacién se involucran los siguientes pasos: (a) definicion de la funcién de rebanada del

objeto f(x,y), (b) senograma]\’l¢(p)(TR), (c) 3-D de }(p(p) (d) TF de las

N

\ \2
proyecciones f,, (@), (e) filtro —isgn(w), (f) senograma de TH de las proyecciones f¢“ (p),

N
(g) retroproyeccion filtrada ;ng (p), (h, i) reconstruccion de la rebanada del objeto en 2-D y

n
Vo
3-D respectivamente, con realce de borde en direccion y f¢é (p), mediante el algoritmo de

retroproyecciones, la Fig.3 muestra graficamente lo antes mencionado. La simulacién esta

desarrollada en Mathematica V. 6.0 Wolfram Research. La Fig. 4 muestra ejemplos de

reconstruccién de realce de borde a partir de la TH de las proyecciones de la rebanada del
v

objeto, donde (a) define la rebanada del objeto f(x,y), (b,c) senograma f,(p) (TR)

mapeando los datos del dominio del espacio del objeto al dominio del espacio de los datos de

|
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\2
proyeccion en 2-D y 3-D respectivamente, (d) f¢a (p)senograma de la TH de la TR con a=0

n
v
que indica realce de borde en direccion x, (e,f) f;‘ (p) reconstrucciéon de la rebanada con

n
v
realce de borde 2-D y 3-D respectivamente, cona =0, (g) f¢a (p) senograma de la TH de la

N

v
TR con @ =7, indicando el realce de borde en la direccion y, (h,i) f;‘ (p) reconstruccion de

N

\2
la rebanada con realce de borde 2-D y 3-D respectivamente, conc =%, )] f¢a(P)
senograma de la TH de la TR con o = % el realce de borde es en una direccidn arbitraria,

N

\
(k,1) f;‘ (p) reconstruccion de la rebanada con realce de borde 2-D y 3-D respectivamente,

cona =%. En los resultados numéricos que se muestran se tiene dimensiones de 200
renglones y 200 columnas, con proyecciones de 0°<¢=<180°.

L1 g

)y £ (x,p) senograma f (p) © 3D f (P
/7
| ]

n

v v
@ /4y (o) (e) filtro —7sgn(m) (f) senograma f,(p)
g i b :
( « 4 }\»//ﬁ
N
A A n
(9) senograma g ;f (p) (h) f": 2(p) (i) 3-D /42(p)

n n

Fig. 3. (a) £(6,)), 0) 15 (p). © £,(p). (@) J3(@), (&) —isgn(@), () /5 (p). @ 25(p).

(h, i) reconstruccion en 2-D y 3-D respectivamente, con realce de borde en direccion yfp ipl,

ce 7
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Fig. 4. Ejemplos de reconstruccion con realce de borde, con a = O,% ,%, en 2Dy 3D.

8. CONCLUSIONES
Se ha presentado la matematica fundamental para el método de reconstruccién de realce de
bordes de imagenes a partir de la TH de las proyecciones del objeto. Se muestran resultados

N

\
. . o a . .
de simulacion numérica de realce de bordes f¢ (p), pero estamos limitados a efectuar el

realce de bordes anisotropico, es posible tratar el realce de bordes isotropicamente, esto con la
ayuda de encontrar el filiro adecuado.
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